1 Forelasning V

1.1 Mer om arcusfunktioner och gransvirde

y

_ y

: 7if2

1.
1 N
T f X T/2
Y = arccos x y = arcsinx
y = arctanx med sneda asymptoter y = ig
Ex: Berakna gransvardet
. arctanx
lim ————.
z—0 T
Loésning
y:=arctanrx = tany =x ochx - 0=y — 0.
Gransvérdet kan skrivas
. . 1
lim =limcosy - — =1-—-=1.
y— tany  y— siny 1

Ex: Den lokala inversfunktionen till y = cosx ar x = arccosy. Obs!

arccosz = y = cos(arccos x) = x = cosy men ekvivalens géller ej:

1
cos(bm/3) = 5 Inen arccos(1/2) = %

1
arccos(1/2) = g = cos(m/3) = 3



1.2 Derivata av trigomometriska funktioner

1. Vi borjar med derivatan av f(x) = cosx och utnyttjar gransvardet

Andringskvoten &r

cos(z + h) — cosx
h

Vi utnyttjar additionsformler (-lagar) for cosinus:

cos((x 4+ 6) + d) — cos((x + &) — 9)
26 )

— {h =20} =

cos (a + ) = cos acos B F sin asin .

cos((x +9) +0) —cos((x +0) —d) = cos(x +0)cosd — sin(x + 0) sin 0+
—(cos(z + J) cosd + sin(x + 0) sind) =

= —2sin(z + d)sind.
Andringskvoten blir

2sin
—sin(x 4 6) - 821:; —sinz-1dax— 0.
Vi har visat att g(xz) = cosx = ¢'(z) = —sinz.

2. Derivata av summa, produkt, sammansatt funktion och kvot.
Summa lamnas om 6vning. For évriga moment ovan behovs en sats.
Den sager att deriverbarhet &r tillrackligt villkor for kontinuitet. Mer
exakt:

Sats 1 En funktion &r deriverar i x = funktionen &ar kontinuerlig i x.

Bevis: Antag att f(z) ar deriverar i . Det betyder att
fl+h) - f(=z)
h

Vi infor en funktion p(h), som differensen nedan. Multipicera bada
led med h och vi far

— f'(z) dd z — 0.

fa+h) - f@)

p(h) = f(a) - TN
Da giller att p(h) — 0, da h — 0. Multiplicera med & i bada led:
fle+h) = flx) =h-(f'(z) = p(h)) (1)

och HL— 0, da h — 0, vilket visar att f(z+h) — f(z),da h — 0.



Derivata av
produkt

Andringskvoten
fx+h)-gle+h) - fz)-g(x) _
h
flz+h) - f(z)
h

f'(@)-g(z +0) + f(z)g (2).

et )+ @) AT 9

7 3

Ex: Derivatan av 27 ar 72%. Vi kan skriva 27 = 23 - 2% och far derivatan

med produktregeln till

322 2t + 2% 423 = 725

. Derivata av sammansatt funktion f(g(z)) fas med definitionen av en

funktion p(h).
Inre funktion:  g(x +h) —g(z) = h-(¢(x) —p1(h)) =ri(h).
Yttre funktion: f(z+k)— f(z) = k-(f'(2) —p2(k)) =ra(k),
dar pa(k) — 0, da k — 0 och p.s.s med pi(h) (definierad i 1 sidan

2). Satt g(x) = z och k = r1(h). Da géller att pa(k) — 0, da h — 0.
Vi kan skriva diffferensen

flg(z +h)) = flg(z)) = flg(z) + r1(h)) — fg(x)) = f(z+m1(R) — f(z) =
flz+ k)= f(z) =k-(f'(2) — p2(k)) =
h-(g'(z) — p1(R)) - (f'(9(z)) — p2(k)).

Vi far att

flg(z+h)) = flg(x))
h

= (' (@)=p1(h))-(f'(9(x))—p2(k)) — (¢'(x)—0)(f'(9())—0)

da h — 0. Vi har bevisat att, med forutsattningar som ovan, &ar

LHe) = fe@) - g )

yttre derivata, inre derivata




Obs!

Ex

Dtanz

Dlnx

Vid berdkning av den yttre derivatan ses den inre funktionen g(z) = z,
som en variabel z och

vid berékning av den inre derivatan deriverar man g(x) med avseende
pa sin variabel x.

Derivera h(x) = (2%)* som en derivata av en sammansatt funktion.
Lo6sning

i(gc?’)4 =4 (23327 = 12211

dx ’
vilket stimmer med derivatan av z'2.

D(a®) = D(e*™%) = "% . Ing = ¢® - Ina.

Dsinz = Dcos(n/2 —x) = —sin(n/2 — z) - (—1) = cos x.

Vi borjar med derivatan av —.
x

D)= (-1)-a? =

x?’

1
D—— =D(g(z))"" = ~1-g(x)"* - ¢'(x).
9(x)
igen. Derivata av kvot fas med derivata av produkt och sammansatt
funktion.
_f9-14g

1 1 g
pl=pf.-=f.--5.% .
g g g g

g

sin x cosx -cosz —sinx - (—sinz)  cos’z +sin’x
Dtanz =D = =

coS T cos? z cos? z

Detta kan i sin tur férenklas pa tva satt.
For att derivera g(x) = Inx utnyttjar vi identiteten

r=e"" — Dr=1=¢"".Dlnz.
=
y.d. i.d

Vi dividerar med z i de tva sista leden och far

1
—=Dlnzx.
x



Ex Derivera

(a) f(z) =2 -3z +2
(b) g(z) = V222 +1
(¢) h(x) =1In(3z)

(d) p(z) =sindz

(e) q(z) = arccosz

flx) =2 -32+2= f'(z) = 32° — 3.

2z

1
9(x) = V222 +1 = (2°+1)12 = g/(2) = S(20°+1) 72 = Norams
x

1 1 1
h(z) =In(3z) = h(x) = £-3 = eller DIn(3z) = D(lnz+1In3) = ;—{—0.

p'(z) = 3sin® z cos z.

(e) Vi har identiteten x = cos(arccosx) med derivata (Obs! 0 <
arccosx < 7) och dér &r sin > 0.)

1 = —sin(arccos x) - D arccos x.

Nu ar

sin(arccosz) = /1 — cos?(arccos z) = /1 — 22
1
V1—a?

Vi ser att derivatan ar negativ, vilket hanger ihop med att arccos
ar en avtagande funktion.

och darmed ar D arccosz = —

(f) Derivatan av arcsin x:

1
V1—22

. T . m
arccos r—+arcsinx = 5 58 att D(arcsinz) = D (5 — arccos 1:) = 0+

1 Observera att derivatan av arccosz och arcsinz inte existerar i
respektive andpunkter av respektive definitionsméangd.



1.3 Konstruktion av kurva

1.3.1 Vixande, avtagande och lokal extrempunkt

Definition 1 Antag att I C R &r ett intervall.

e En funktion ar vidxande pa intervaller I, om for varje a, b € I med
a < b giller att f(a) < f(b). En funktion & stringt véxande, om

fla) < f(b).

e En funktion f(z) &r avtagande och strangt avtagande, om —f(x)
vaxande respektive strangt vixande.

e En funktion har ett lokalt maximum f(zg) i g € I, om det finns
0 > 0, sadant att f(xo) > f(z) for alla x i (xg — §, 29 + ). Punkten
(zo, f(z0)) kallas lokal maximipunkt.

e f(xp) ar ettt lokal minimum, om — f(xg) ar ett lokal minimum.

Sats: Om f’(x¢) existerar i 2o € I och (zg, f(x)) ar en lokal maximipunkt,
sa ar f'(zo) = 0.

Bevis

Antag att © < xg. Da ar

f@) = f(zo) <0, saatt lim ) = f(@o) = f'(x0) <0.
T — X T—T0 T — X0
P.s.s. om = > xg, sa ar
f(z) = f(20) >0, sa att lim @) = J(zo) _ f'(xz0) > 0.
T — T T—rT0 r — X

Alltsa ar f/(zo) = 0.

1. Derivatans tecken och funktionens forandring

Hjalpsats: (Lagranges medelvirdessats) Antag att f(x) ar kontinuerlig i
[a, b] och deriverbar i (a,b). Da finns ett &, sadant att

@) =———. (3)




Vi bevisar inte satsen i det nuvarande laget men illustrerar en
med foljande bild.

f(a)

N\

[T

En funktionskurva med sekant och en parallell tangent,

f(b)

\j

(a) Vi formulerar nu en sats och bevisar den.

Sats Om f/(z) > 0 (z > 0) i ett intervall, sa &r funktionen vixande (strangt
véxande).

Bevis: Tag a < b bada i ett delintevall till funktionens definitionsméangd.
Eftersom f’(z) > 0 (z > 0), sa ar

f() — f(a)

o=

for nagot £ :  a < & < b enligt Medelvirdessatsen och enligt
forutsdttningen i satsen ar f/(z) > 0(> 0). Alltsa ar

f(0) — f(a)

b—a

>0(>0)

V.S.V.

Ex: Funktionen f(z) = 2® — 3z + 2 &r ett polynom av grad 3. Vi skall
rita/konstruera kurvan och tar hjélp av dess derivata.
Df ={z: —00o <z < oo} =R = (—00,00). Derivatan &r f'(z) =
323 —3 =3(z+1)(x —1) och &r = 0 for x = 1. Tecknet pa derivatan
bestams av faktoriseringen. Vi gor ett teckenschema.

| <|-1|<|1|<
fllx)y|+] 0 | —=1]0]+
f@) | /14 N0

Vi ser att (z,y1) = (—1,4) ar en lokal maximipunkt och (b, y2) = (1,0)
ar en lokal minimipunkt. Funktionen saknar minsta och storsta véarde.




101

222
r+1

Ex: Konstruera kurvan y = g(x) =

Loésning

Dy ={x: x# —1}.

e Lodrét asymptot: Vi ser att om x < —1, sa ar séljaren > 0 och
ndmnaren < 0, d.v.s. g(z) — —oo, da x — —1_. Alltsa ar
x = —1 en lodrdt asymptot. P.s.s. g(z) = 400, da x — —14.

e Sned saympot: Kvoten har grad 2 — 1 = 1. Polynomdivision ger
g(x) :2x—2+i,
z+1
sa sned asymptot ar y = 2x — 2.

e Derivatan

2z(x + 2)
"z)=""—"— S =0<+=2=-2Vze=0.
g (@) (x +1)2 v .
e Teckenschema:
x 2 | <|0
gy |+ 0 [—1]0]+
g@) | /-8 N\ 0]
y
k
\\ 10
4 3 7‘2 1 \\‘\ 1 /; X
= «\\ -10-
‘ -20
\
Ex 1.12:3 fran forelasning II:
V2x?2+1
Funktionen &r h(z) = ver L
x

2 V22 +1
Dy ={x:x#0}, h'(z)= ST A = {MGN} = —

1
22202 + 1

8



Vi ser att h/(x) < 0 for alla x € Dy, alltsa en avtagande funktion.
Den bor ha en sned asymptot y = kx + m. For att fa k berdknar vi
forst

h(z)  |z|v/2+1/22  /2+1/2?
r x? B ||

—0da z — Loo.

, d.v.s. k=0 for en (eventuell) sned asymptot. Nu till m :virdet.
2+ 1/22
. _—1—1/1’ — —V2 daz— -0
241
fla)—ke = fa) = TVEEVE Lo,
V2 +1/22
—z/x — \/5

da z — oo

Sned asymptot dr y = —v/2, d& £ — —o0 och
y=+2,daz — co.

222 + 1
Kurvan y = vermt o med asympoter
x

Teori Teorin som stoder pastaendet att

f'(x) >0 = f(z) strangt vixande
alternativt
f'(x) >0 = f(z) strangt vixande

ar komplicerad. Vi har infort satsen (3) och den bevisas med en an-
nan sats (Rolles sats), som i sin tur bygger pa satsen om minsta och
storsta vérde. Slutligen foljer denna sista sats av ett aziom, ett obe-
visbara pastaende, ndrmare bestamt Supremumaziomet. Vi summerar
det hela.



Supremumaxiomet

Satsen om minsta och storsta vérde
Rolles sats

Lagranges medelvardessats

f'(x) > 0= f(x) vixande

L
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