Nagra extra uppgifter i sannolikhetsteori
Sannolikheter

1.1 Vad ar sannolikheten att inte fa en enda triss i sexor under 50 kast
med 3 térningar?

1.2 Vad &r sannolikheten att fa minst ett par i sexor under 24 kast med 2
tdrningar?

1.3 Visa att P(AUBUC) = P(4)+P(B)+P(C) om A, B, C ér disjunkta
héndelser.

1.4 Om vi singlar ett symmetriskt mynt upprepade ganger tills vi far klave
forsta gangen. Vad dr sannolikheten att vi slutar efter 5 kast?

Uppgifter av kombinatorisk natur

2.1 P& hur manga olika sitt kan en kortlek delas ut till fyra spelare om alla,
far 13 kort var och ordningsféljden &r ointressant?

2.2 Det finns tio bollar i en urna, sju bla och tre roda. Bollarna blan-
das, tas upp en och en och placeras pa rad. Hur stor dr sannolikheten att
de tre roda bollarna hamnar intill varandra?

2.3 En person har 10 kompisar och skall bjuda fem av dem pa fest.

a Hur méanga olika kombinationer av kompisarna finns det om 2 av kompi-
sarna vigrar komma till samma fest?

b Hur manga olika kombinationer av kompisarna finns det om 2 av kompi-
sarna bara kommer tillsammans? 2.4 Elva personer, som representerar olika
linder, skall placeras. Representanten fran Brasilien och Representanten fran
USA skall inte placeras bredvid varandra. Pa hur manga sitt kan de placeras

a vid ett runt bord? (Tva placeringar antas vara samma om de kan fas
genom att rotera bordet!)

b irad?



2.5 Emil har 20 leksaker, bland vilka han tycker att 12 &r roliga och 8
trakiga.

a. Antag att Emil skall pa utflykt och endast 5 leksaker kan félja med.
Hur manga leksakskombinationer finns det da sa att

(i) alla fem som kommer med ir roliga,
(ii) 4 stycken, av de 5 som kommer med, ir roliga?

b. Om han har brattom och de fem leksakerna som skall folja med viljs
slumpmaissigt, vad dr sannolikheten att alla 5 &r roliga?

c. Emils mamma skall nu rada upp alla 20 leksakerna. P4 hur manga séitt
kan detta goras sa att alla de 12 roliga hamnar bredvid varandra och alla
de 8 trakiga hamnar bredvid varandra?

d. Om Emil sjilv radar upp dem sjélv si blir den inbérdes ordningen
helt slumpmaissigt. Vad dr da sannolikheten att alla de 12 roliga hamnar
bredvid varandra och alla de 8 trakiga hamnar bredvid varandra?

Oberoende och betingning

3.1 Betrakta ett kast med tva tdrningar. Ar hiindelserna A = {1:a téirningen 6}
och B = {summan 5} oberoende?

3.2 Vi drar ett kort fran en vilblandad kortlek. Ar hindelserna A =
{kortet ar ett ess} och B = {kortet dr ett spader} oberoende?

3.3 Antag att vi drar tre kort fran en vilblandad kortlek. Nér alla tre
kort &r dragna tittar vi pa de tva som drogs sist av dem. Antag att dessa &ar
spader. Vad ar den betingade sannolikheten att det forst dragna kortet &r
ett spader, givet att de tva Ovriga dr spader?

3.4 Antag att vi har tre kort som har samma egenskaper férutom firgen.
Bada sidorna pa det forsta kortet dr roda, bada sidorna pa det andra kortet
dr svarta och det tredje kortet har en réd och en gron sida. De tre korten
blandas och liggs i en hatt. Ett kort viljs (slumpmissigt och liggs pa ett
bord. Om den sidan som ligger uppat pa det valda kortet dr réd, vad &ar
sannolikheten att den andra sidan ar svart?



3.5 Vi betraktar 3 linder; Sverige, Tyskland och Norge. Det finns 82 miljo-
ner invanare i Tyskland, 9 miljoner i Sverige och 4.5 miljoner invanare i Nor-
ge. Vi uppskattar att 55% av svenskarna kan engelska, 65% av norrméinnen
medans enbart 25% av tyskarna kan engelska.

Vi viljer nu slumpmissigt ut en person fran nagot av linderna (alltsa bland
de totalt 95.5 miljoner minniskorna) och fragar om han/hon kan engelska.
Om svaret dr ja, vad 4r den betingade sannolikheten att han/hon ar svensk?

3.6 Antag att du har en back lidsk, bestaende av 8 Coca-cola och 12
Ramlosa, staende i kiillaren. Du skall titta pa ditt favoritprogram och forbereder
dig med chips och andra tilltugg, samt gar ner i kéllaren for att hdmta tre
flaskor ur backen. Du &r inte speciellt fortjust i Ramlésa och dricker helst
Cola, men just nidr du himtar flaskorna dr du djupt férsjunken i ett sanno-
likhetsteoretiskt problem och véljer slumpmaéssigt ut tre flaskor ur backen
(utan att notera vilken sort de dr). Den forsta du valde tar du i vénster
hand och de 6vriga tva i héger hand. Forsatt forsjunken i problemet stéller
du in flaskorna i kylen sa att den du har i vinster hand hamnar innerst
och de overiga tva ytterst (du har fortfarande inte sett vilken sort de é&r).
Allt eftersom programmet fortloper himtar du drickor, du 6ppnar dock bara
kylskapet lite och sticker in handen for att hdmta en ny. Néar tva av dric-
korna ar uppdruckna blir du medveten om att du inte vet vilken sort den
tredje (den du valde forst ur backen) &r. Du ser att de tva forst druckna
dr Cola och undrar nu hur stor chansen ir att dven den tredje &r en cola,
eftersom du inte vill springa ner till kdllaren igen. Hur stor dr den betingade
sannolikheten att den sista drickan i kylen dr Coca-cola, givet att de forsta
tva ar det?

3.7 Vi delar in sveriges befolkning i fyra grupper (efter alder) enligt:

A: 0-17 ar,
B: 18-40 ir,
C: 41-60 ar,
D: 60- ar.

Antag att 21% av befolkningen tillhér A, 27% B och 30% C. Vidare sa
har 1% i A, 1.5% i B, 3% i C och 5% i D diabetes. Vi viljer nu en person
slumpmiissigt och det visar sig att denne har diabetes. Vad dr d& sannolihe-
ten att han/hon &r mellan 18 och 40 ar?



3.8 Vart favoritfotbollslag spelar match. I fotboll 4r det 11 spelare i varje lag
(10 utespelare och en malvakt). Vi spelar med en 4-4-2-uppstéllning, vilket
innebir att det dr fyra backar, fyra mittfiltare (tva offensiva och tva defen-
siva) samt tva anfallare. Det dr cupfinal, mycket star pa spel, stillningen
dr 0-0 och i sista minuten far vart lag en straff. T brist pa logiskt tdnkande
véljer trénaren ut straffskytten helt slumpméssigt bland de 11 spelarna.

Antag att en anfallare gér mal i 90% av de straffar han ligger, en offen-
siv mittfiltare 1 70%, en defensiv mittfiltare i 50%, en back i 30% och
malvakten gor enbart mal i 10% av de straffar han ldgger. Straffen liggs,
det blir mal och vi vinner cupen. Vad &r den betingade sannolikheten att
det var en defensiv mittfiltare som blev “match-hjilte”?

3.9 Antag att 5% av min och 0.25% av kvinnor ir fargblinda. En firgblind
person viljs pa mafa.

a. Vad ar sannolikheten att denna person dr en man? Antag att det finns
lika manga mén som kvinnor.

b. Vad blir svaret om det finns dubbelt sa manga mén som kvinnor?
Diskreta stokastiska variabler

4.1 Antag att X &r en diskret S.V. med sannolikhetsfunktion

1
pX(k) = N, k= ].,...,N.
Vad ir E(X)?

4.2 Vad ar forviantat antal ritt pa en slumpad tipsrad?

4.3 Antag att Y &r en diskret S.V. med sannolikhetsfunktion

/\k
px(k) =e T k=012

dér parametern A > 0. Vad ar E(Y)?

4.4 Antag att Svenska Spel (SS) funderar pa att starta ett nytt spel som
gar ut pa foljande: Spelaren singlar slant tills han/hon far klave. Man réknar
antalet singlingar som behdvdes t.o.m. forsta klaven. Om den forsta klaven



kom i kast nummer j, j = 1,2, ... sa fir spelaren 2/ kronor av SS. Hur mycket
skall lottpriset minst vara for att SS skall tjina pa detta spel?

Rikneregler for vintevirden och varians
5.1. Vilket ¢ minimerar E((X — a)?)?
5.2. Antag E(X) =2 och V(X) = 5. Vad ir E((5 + X)?).

5.3. Antag E(X;) = p och V(X;) = 02, i = 1,...,n samt X;:na obero-
ende. Vad ir E(S?), dir

n
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5.4. Antag X och Y oberoende S.V. s.a. V(X) = ox och V(Y) = oy.
Vad ar

a. V(X +Y);
b. V(X -Y);
c. V(2X —1)?

5.5. Antag X S.V. s.a. E(X) = p och V(X) = ¢%. Vad ér

a. E(E(X));
b. E(V(X));
c. V(E(X))?

Diskreta stokastiska variabler - ndgra vanliga férdelningar

6.1 Antag att du ar och spelar bowling. En omgang i bowling bestar av
10 stycken forsok att sla ner 15 kiglor med ett klot, i varje forsék har man
tva kast. Om man i ett forsok slar ner alla 15 kdglorna med forsta kastet sa
far man en strike. Du uppskattar att du i genomsnitt far 4 “strikar” under
en omgang. Vad dr sannolikhten att du under en omgang far mellan 3 och
5 “strikar”? Antag utfallet i de 10 delomgangarna oberoende.

6.2 I en genomsnittlig skolklass i Goteborg sa haller 20% pa IFK. An-
tag att vi véljer ut en klass i Goteborg och sedan fragar 15 slumpmiéssigt



valda elever om de ar Blavitt-fans eller inte. Vad ar sannolikheten att 5 av
dessa svarar ja?

6.3 Antag att vi foljer St. Petersburg-strategin i roulette. I roulette viljs ett
av 38 nummer slumpmaéssigt. 18 nummer ar roda, 18 svarta och 2 r grona.
Spelaren kan satsa pa lite olika saker. Om man véljer att satsa pa rott eller
svart och det nummer som kulan stannar pa har den firg man satsade pa
sa vinner man lika mycket som man satsat (d.v.s. man far tillbaka dubbla
insatsen).

Strategin gar ut pa att man véljer rott eller svart och satsar sedan kon-
sekvent pa den valda firgen. Bérjar man med insatsen x kronor och férlorar
i forsta omgangen si satsar man 2z i andra omgangen, férlorar man &ven
hér satsar man 4z kronor i tredje o.s.v. Hela tiden pa samma féirg. I omgang
4 satsar vi alltsa (givet att vi ej vunnit i ndgon av omgang 1,...,5 — 1) 2771
kronor. Varje gdng man vinner si borjar man om och satsar = kronor.

Om vi satsar 100 kronor i forsta omgangen, vad &r sannolikheten att vi
minst maste l4gga ut 6300 kronor innan strategin ger utdelning?

6.4 Antalet parkeringsboter som delas ut i G6éteborg, under en viss minut
(dagtid), antas folja en Poissonfoérdelad stokastisk variabel, med intensitet 3.

a. Vad ir sannolikheten att det inte delas ut ndgon p-bot i Géteborg under
en viss minut?

b. Vad &dr sannolikheten att det maximalt delas ut 2 parkeringsboter un-
der en viss minut?

c. Vi betraktar nu en kvart (d.v.s. 15 minuter) och antar att antalet p-
boter som delas ut under en viss minut &r oberoende av antalet p-boter som
delas ut under en annan minut. Vad &r sannolikheten att det under minst
13 minuter, i denna kvart, delas ut maximalt 2 p-boter?

6.5 Antag X &r Poissonfordelad med parameter 11. Vad &r

X_3<1)?

P
(1 <




6.6 Nir Sven, nigot dverforfriskad, kommer hem fran krogen har han alltid
problem att 6ppna dérren. Detta p.g.a. att han star och fumlar med nyckeln
och inte kan triffa nyckelhalet. Omstindigheterna gor att vi kan betrakta
antalet forsok att 6ppna dorren t.o.m. det férsok da han lyckas éppna den
som en ffg-férdelad stokastisk variabel, med parameter p. Vi uppskattar san-
nolikheten att han lyckas 6ppna dorren i respektive forsok till 0.25.

a. Hur manga forsok att 6ppna dorren, efter ett krogbestk, kan vi férvinta
0ss i genomsnitt?

b. Vad ar sannolikheten att han kommer in vid forsta forsoket?
c. Vad ir sannolikheten att han maximalt behover forsoka 3 ganger?

d. Sven gar pa krogen 8 ganger under en manad. Vad &r sannolikheten
att han efter minst 5 av dessa 8 krogbesok kommer in vid forsta forsoket?

6.7 Antag X ~ Bin(ni,p) och Y ~ Bin(ng,p). Vad dr véntevirde och
varians for Z = X + Y7

Kontinuerliga stokastiska variabler

7.1 Antag X S.V. med tidthet fx(z) = ae ™, z > 0, dir o > 0 kon-
stant. Vad ar E(X)?

7.2 Antag X S.V. med tithet fx(z) = .3,z > 1, dir c konstant. Vad

7.3 Antag att vi har en brida med lingden L och vi viljer slumpméssigt
en punkt dir vi sagar av bridan. Vad ar sannolikheten att kvoten mellan
den korta och den linga delen &r mindre &n 1/47?

7.4 Lat X vara likformigt fordelad pa (0,1). Berdkna E(X"™). Ledning:
bestdm forst tdthetsfunktionen for X™.

7.5. Pa mitt kontor finns det fem likadana lampor, i vilka det sitter fem lika-



dana glodlampor. Antag att livslingden (i timmar) for respektive glodlampa
ar exponentialfordelad med varians 16. Glodlampornas livslingder antas va-
ra oberoende.

a. Om jag for tillfillet enbart har en lampa tind, vad 4r sannolikheten
att denna lyser om 10 timmar?

b. Antag att lampan fortfarande lyser om 5 timmar, vad adr d& sannolikheten
att den lyser om 15 timmar (rdknat fran nu)?

c. Om alla fem lamporna ir tinda, vad dr sannolikheten att minst tre av
dem lyser om 10 timmar?

7.6 Antag att du dger tva affdrer i samma stad. De ligger i tva olika
omraden och dagskassan skiljer sig at nagot. Affir 1 har en dagskassa (i
tusentals kronor) som f6ljer en N(20, 3)-fordelning och affar 2 har en dags-
kassa (i tusentals kronor) som féljer en N(40, 5)-férdelning. Foérséljningen i
respektive affdr antas oberoende av forséljningen i den andra.

a. Vad &r sannolikheten att dagskassan i affir 1 minst d&r 25000kr?

b. Vad &r sannolikheten att den totala dagskassan (d.v.s. bada affirerna
ihop) maximalt &r 70000kr?

c. Vad ar sannolikheten att dagskassan i affar 2 &r 10000kr mer &n dagskas-
san i affdr 17

7.7 Manadslonen (efter skatt) fér mén respektive kvinnor i Géteborg an-
tas folja normalfordelningar. Ménnens 16n antas vara N(12, 1)-férdelad och
kvinnornas 16n N(10, 3)-fordelad (bada ar i tusentals kronor).

a. Vad dr sannolikheten att en slumpmissigt vald man, i Géteborg, tjinar
mer dn 14000kr efter skatt?

b. Vad dr sannolikheten att den gemensamma inkomsten for ett par (en
man och en kvinna) maximalt dr 20000kr?

c. Vad ar sannolikheten att mannen, i paret, tjinar maximalt 3000kr mer
dn kvinnan?

d. Vad ir sannolikheten att en slumpméssigt vald Goteborgare tjinar mer
an 12000kr? (Antag att det dr 55% kvinnor och 45% mdn.)



