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Examinator och Jour: Claes Andersson, tel. 0734 031540 alt. 031 772 8294

Hjilpmedel: Valfri minirdknare (tomt minne och ingen méjlighet att koppla upp sig till nétet; kon-
trolleras av examinatorn), (dubbelsidigt) A4 ark med egna anteckningar samt med skrivningen utdelade
tabellsidor och formelsamling.

Maxpoéng: 30. For godkénd krdavs minst 15 p, for Vil Godkénd 24 p. Eventuell bonuspodng fran
2016 adderas. Losningar skall redovisas till varje uppgift. Uppgifterna ar ej ordnade efter svarighetsgrad.
Réattningsprotokoll anslas senast tre veckor efter tentamen.

1. Antag att A och B ar tvA hdndelser i nigot utfallsrum ) sddana att P(A|B) > P(A). Visa att
P(A|B¢) < P(A).

2p
Losningsforslag:
P(AnB¢) P(A)—P(AnB) P(A)(1-P(B))
P(A|B°) = = = P(A
(AIB) = =5 1—P(B) = 1-P(B) (4),
dér olikheten foljer av att P(A|B) > P(A).
2p

2. Otto spelar pa Lotto. Han véljer en rad som bestar av sex olika nummer mellan 1 och 30. Sedan
dras sex nummer mellan 1 och 30 utan aterldggning, och varje nummer i dragningen som finns med
i Ottos rad ger ett rdtt. Vad &r sannolikheten att Otto far sitt fjirde riatt pa det femte dragna
numret?

3p

Losningsforslag:
Vi soker P(Femte dragna numret ger Otto hans fjarde ratt). Vi kan skriva detta som

P(Fjarde ratt pa femte dragna) = P(Femte ratt|Tre ratt pa fyra forsta)P(Tre ratt pa fyra forsta)
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Pa femte dragningen finns 26 nummer att dra ur och, givet att tre ur Ottos rad redan dragits, dr 3
av dessa 26 med i Ottos rad. Alltsd &r P(Femte ritt|Tre réatt pa fyra forsta) = 3/26. De fyra forsta
numren kan dras pa totalt (340) sitt, och antalet sétt att vilja de fyra forsta sa att tre av dem ingar

i Ottos rad ar (g) (214). Alltsa ar

P(Tre ratt pa fyra forsta) = =

och svaret ges darfor av

w ~9.33-107°
26 - (340)

P(Femte dragna numret ger Otto sitt fjarde réitt) =

3. Ett foretag vill komma till rétta med stolder bland personalen. Av denna anledning &verviiger man
att anvanda en 16gndetektor och helt enkelt screena personalen genom att fraga samtliga om de nagon
géng stulit frAn arbetsplatsen. Man tror sig veta att 1% av personalen begar stolder. Logndetektorn
man anvinder ger utslag med 99% sannolikhet om den utfragade ljuger, men dven om den utfragade
talar sanning ger den utslag med 5% sannolikhet. Antag att en person som stulit skulle ljuga vid
utfragningen och en person som inte stulit skulle tala sanning. Om en slumpvis vald person fragas
ut och 16gndetektorn ger utslag, vad &r sannolikheten att den utfragade ljuger?

3p

Losningsforslag:
Lat S vara héndelsen att den person som fragas ut har stulit och U héndelsen att 16gndetektorn ger
utslag. Vi vet da utifran informationen vi fatt att

P(S)=0.01,
P(U|S) =0.99 och
P(U|S¢) =0.05
Det vi soker ar
Bayes P(U|S)P(S) P(U|S)P(S> 0.99-0.01 1
P(U) P(U|S)P(S)+ P(U|S¢)P(S¢) 0.99-0.01+0.05-0.99 6
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4. Lat X vara en slumpvariabel med tathetsfunktion

fx(x):{ oz —1)? 0<z<2,

0, annars

dar ¢ € R ar en konstant.

a) Bestdm virdet pa c.

Ip
b) Berikna vintevirdet, E[X], och variansen, V(X).

3p
Losningsforslag:

a) Eftersom f(x) dr en téthetsfunktion méste den uppfylla [ f(z)dx = 1. Detta ger
2 @-1°]" 2 3
= —_ 1 2d = B —— = — = = —
c /0 (x—1)%dz=c [ 3 ]0 3 7 ¢=5

b) For viantevirdet kan vi notera att tatheten ar symmetrisk kring 1, och direkt f& att F[X] =1
Alternativt berdknar man

5 2
Z =1

2 2
E[X] = 2/0 x(m—l)de:g/o (x3—2x2+x)d$
0

For variansen #r det for en gangs skull enklast att anviinda V(X) = E[(X — E[X])?], vilket ger

N w

T 3 T3

223 2?2
3 2

2 2 o 5 2
V(X) = B[(X —1)2] = g/o (x — 1)*(x — 1)%de = 3/0 (- 1)ide = 2 l(l)] 3

5. Antag att X &r en kontinuerlig stokastisk variabel som &r likformigt férdelad pé intervallet (—1,1).
Antag vidare att Y = X2,

a) Berdkna C(X,Y).
2p
b) Ar X och Y oberoende?

Ip
Losningsforslag:

a) Vi anvinder C(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y]. Eftersom X &r likformigt fordelad pa (—1,1) &r
E[X] =0, s andra termen r 0. Aterstar att beriikna E[XY], men eftersom Y = X2 far vi

E[XY] = E[X?] = ;/1 e =+ lx‘l] =0.

. 2
Saledes far vi C(X,Y) = 0.

Page 3 of 7



Tentamen LIMA30, LGMA30

b) Nej, eftersom virdet pa Y bestdms helt av virdet pa X &r de beroende. Om man vill forsikra
sig ytterligare kan man texta villkoret i definitionen av oberoende, alltsa att X,Y &r oberoende
om Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y) for alla virden pa x och y. Om vi véljer z = —2/3 och y = 1/4
far vi att Fyx(—2/3) = 1/6 och Fy(1/4) = P(Y < 1/4) = P(-1/2 < X < 1/2) = 1/2, sa
Fx(—=2/3)Fy(1/2) = 1/12 > 0. Men Fxy(—2/3,1/4) = P(X < -2/3NY <1/4) = P(X <
—-2/3N—-1/2 < X <1/2) =0, eftersom X inte kan vara bade mindre &n —2/3 och storre &n
—1/2.

6. Visa att

3, zy
_)rr+5 ,0<2<1,0<y<2
fXY(x’y)_{ 0 , annars

ar en simultan tathetsfunktion for en tva-dimensionell kontinuerlig stokastisk variabel (X,Y") och
berékna véanteviardet av X + Y.

4p

Losningsforslag:
For att fxy ska vara en téathetsfunktion méaste vi visa att den integrerar till 1.

12 1
//(mg—i—w)dyda::/ 223 +
0o Jo 2 0
Véntevirdet E[X + Y] berédknas som
y y?
EX+Y]= // (x+y)(x +—dydm—// +:cy+— dydx
2 2
1 2 [,2
=1y
= 2zt + =
G

1
4
:/ (21‘4 +22+23 + 330) dx
0

2
1
25+x3+x4+22 19
e R R it
5 3 2 3 10

0

xy? ’ 1 1
= dx:/ 223 + xdr = [x4/2—|—m2/2}0:1
0

y3

3
+x 3

0

7. Elaine koper frozen yoghurt (froyo) som péastas innehalla 10 g fett per 100 g froyo. Av olika an-
ledningar misstdnker Elaine att detta inte stdmmer. Méngden fett, X, méts i 21 prover av 100 g
froyo. Véardena kan antas vara normalfordelade, N (u,0), och observationerna kan sammanfattas
med foljande summor:

D @ =238.1694, Y af = 2939.242
a) Bilda ett 95% konfidensintervall f6r vardet pa p.

3p
b) Kan nollhypotesen p = 10 forkastas? Vilken signifikansniva har testet?

1p
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Lo6sningsforslag:

a) Konfidensintervallet ges av
_ s
TEtn_1,0975—F—

vn
dirn=20,z=1%w =1134, s = \/ﬁ (32?7 — nz?) = 3.45 och ty0,0.975 = 2.086 vilket
ger intervallet (9.77,12.91).

b) Nej, eftersom konfidensintervallet innehéller 10 kan nollhypotesen inte férkastas. Signifikansnivan
ar 5%.
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8. NBA-slutspelet 2017 vanns av Golden State Warriors. Deras kanske storsta stjarna &r Stephen Curry,
framst kdnd for sitt trepodngsskytte. I slutspelet lyckades han med 72 av 172 trepoédngforsok.

a) Beridkna ett 90% konfidensintervall for sannolikheten att Stephen Curry lyckas med ett tre-
poéangsforsok baserat pa datan fran slutspelet.

3p
b) Hur ménga trepoangsforsdk hade man behovt observera for att fa ett 90% konfidensintervall av
langd hogst 0.06 (som alltsd stricker sig hogst 0.03 &t varje hall fran punktskattningen)?

2p

Lo6sningsforslag:

a) Konfidensintervallet ges av

. H(1—p
Pt A p=p)
n

dar p = 72/172 = 0.419, o = 0.1, Ag.05 = 1.645, n = 172. Detta ger intervallet

0.419 £ 0.0619 = (0.357,0.480)

b) For att konfidensintervallet ska vara av ldngd hogst 0.06 maste vi ha att

p(1—p)

o2 PL—p)

S 003 =>n > 0_05W

A0.05 =731.7,

alltsd behovs minst 732 observationer. Detta dr under antagandet att det observerade p blir
detsamma som vi fick fran datan, om man vill vara helt pa den sékra sidan kan man ersétta p
med det virde som maximerar uttrycket som n maéaste 6verskrida. Det fas genom p = 0.5, och

skulle ge att man behéver 752 observationer.

9. Antag att vi har tva stickprov av storlek nx respektive ny, med stickprovsvarians s% respektive s2..

Om man antar att de tva stickproven kommer fran fordelningar med samma varians o2, si skattar
man o2 med s kallad pooled variance

2 (nx —1)s% + (ny — 1)5?

P nx +ny — 2

Visa att 8127 ar vantevirdesriktig.

2p

Lo6sningsforslag:
Vi borjar med att konstatera att E[s%] = E[sy] = 02 eftersom

E[sX]=E [nxll (Z X2 - nXXQ)} - nxli -E [E[XE] - nXE[XQ]} -

1 o 2 2 o’ 2
l— ;(U + px) —nx E‘Hix

2

2 2 2 2
= (nxa +nxux —o —nX,uX) =0
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Med detta etablerat kan vi betrakta vintevardet av 3127:

B2 = B (nx — sk + (ny — st | _ (nx — DE[X] + (ny — 1D E[s5] _
nx +ny —2 nx +ny —2

_(nx —1)o® + (ny —1)s3 2

nx +ny — 2

)

och alltsé &r s7 vintevirdesriktig.

Lycka till!
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