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Examinator och Jour: Henrike Hébel, tel. 073 0671252 alt. 031 772 8296

Hjilpmedel: Valfri minirdknare (tomt minne och ingen méjlighet att koppla upp sig till nétet; kon-
trolleras av examinatorn), (dubbelsidigt) A4 ark med egna anteckningar samt med skrivningen utdelade
tabellsidor och formelsamling.

Maxpoéng: 30. For godkénd krdavs minst 15 p, for Vil Godkénd 24 p. Eventuell bonuspodng fran
2016 adderas. Losningar skall redovisas till varje uppgift. Uppgifterna &r ej ordnade efter svarighetsgrad.
Réattningsprotokoll anslas senast tre veckor efter tentamen.

1. Visa att for tva oberoende hindelser A och B i nagot utfallsrum Q med A C B giiller att antingen
P(A) =0eller P(B) =1.
2p

Losningsforslag:
For tva oberoende handelser géller att

ACB

P(ANB) “E” P(A) = P(A)P(B). (1p) (1)

Likheten (1) stdmmer om P(B) = 1 eller P(A) = 0, eftersom da blir (1) P(A) = P(A) respektive
0=0 (lp).

2. T langviga digitala datadverforingar (t.ex. fran en satellit) &r risken for dverforingsfel relativt hog.
Vi ska studera 6verforingen av en bit, som &r antingen en nolla eller en etta. Antag i en specifik
application att felrisken dr 2.5% och att man sinder ungefir 40% nollor och 60% ettor. Givit att en
etta tagits emot, hur stor &r sannolikheten att det var en etta som séndes?

3p

Losningsforslag:
Aq :=‘nolla séndes’, A; :=‘etta sindes’, B :=‘etta tagits emot’.

P(A1) = 0.4, P(Ay) = 0.6, P(B|A;) = 0.4-0.025 = 0.01, P(B|A;) = 0.6-(1—0.025) = 0.585 (1.5p)
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Tentamen LIMA30, LGMA30

Bayes P(A2)P(B|A2) .
P(A,|B) P 1
el B) = 5 P(BIAy) + P(An) P(BIAy) 7
0.585 117 -
0.01 +0.585 119 (0-5p)

3. Ett osymmetriskt mynt kastas tre ganger. Resultaten av kasten erhélls oberoende. Antag att
sannolikheten for krona &r 0.3 och beridkna sannolikhetsfunktionen av den stokastiska variabeln
X = “antal erhallna kronor”.

2p

Losningsforslag:

0343 , k=0 (0.5p)

0441 , k=1 (0.5p)

0.027 , k=3 (0.5p)

3 31 _ 0 _ 0 , annars
3 0.3°(1-0.3)° , k=3

> ={ 0189 , k=2 (0.5p)

0 , annars

4. Ett tarningsspel i ett kasino gar till sa att en spelare satsar pengar och viljer en siffra mellan 1 och
6. En croupier kastar tre tdrningar. Om en, tva eller tre av tdrningarna visar den valda siffran sa
far spelaren tvéa, tre respektive fyra ganger insatsen av banken. Om ingen av tdrningarna visar det
valda numret forlorar spelaren. Antag att spelaren satsar 50 kr och beréikna den forvintade vinsten.

3p
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Lo6sningsforslag:
Lat X vara antal av det valda numret. D4 &r

3 0 :
<O>é(1g)d , k=0
) 22 k=0 (0.5p)
-2 =
<1>6 ¢ I k=1 (0.5p)
e <3>12(1—1)1 k=2 - 2156 » k=2 (0.5p)
9 |® 6 J
7= k=3 (0.5p)
( 2 >(1;3(1é)0 k=3 0 , annars
0 , annars

Lat Y vara vinsten. D& ar py (k) = px(k), men for k = —50, 50, 100, 150 och man far

125 75 15 1
E(Y)=-50- — c—+100- — + 150 - — = —3. 1p).
Y) 50 216+50 216+ 00 216+ 50 516 3.935 (1p)

5. Antag att X &r en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

fX(:L’){ c(2-2%) , -1<z<1,

0 , annars

dar ¢ € R ar en konstant.

a) Bestdm konstanten c.

Ip
b) Lat Y = 2X — 1 och berdkna vantevirdet E(Y') och variansen V(Y).
2p
¢) Berikna fordelningsfunktionen Fx(x) och sannolikheten P(X > 0.5).
2p
Losningsforslag:
a)
! ) ) 10 3
2—2%)dr =c |2z — — =c—=1 =— (lp
/716( x)dr =c |2z 371 3 = ¢ 10(1))
b)
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och déirmed blir E(Y) = E(2X —1) =2E(X) -1 =—1

V(X) " E(X?) - (E(X))® = E(X?) =

1
:/ i(23327304)d1':i 2%
1 10 10

och diirmed blir V(Y) = V(2X — 1) = 4V(X) =
c) For —1 < a <1 géller

FX(x):/_;fX(t)dt:/:lgo(2t—t2)
3

och darmed far man

0 , x<—1
Fx(z)={ H(6x—2*+5) , -1<z<1
1 ,x>1

sa att

1
P(X >05)=1—-Fx(0)=1- To(?’ —0.5° +5)=10.2125 (0.

|

4.

dt = —

23 1 1 1 \
—q |-G r2og) m g (et ro-1) =g (6o -at4s) 0
10 < T 3 + 3> 0 6x —z° + 6 0 6r —z° +5 (1p)

6. Betrakta foljande simultana sannolikhetsfunktion f6r X och Y med véirden i {1,2,4} respektive

{-1,0,2}.
(X,Y)| -1 0 2
L |s & =
2 1—12 a
4 b 1 0

a) Bestdm konstanterna a,b € R. Du kan anvinda att P(X = 2)

b) Ar X och Y oberoende?
c¢) Ar hiindelserna X = 1 och Y = —1 oberoende?

d) Berdkna E(XY) och V(XY).
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Lo6sningsforslag:
a)
11 1 1
=-_—_= == (0.
¢ 2 8- m
och
1 1 1 1
=1-2--—-5-—————-=—- (05
b 5 51" 6 g (0.5p)
b) Nej, eftersom
3 5 .
P(X:4,Y:2):O7é§~ﬁ:P(X:4)P(Y:2) (1p)
¢) Ja, hindelserna X =1 och Y = —1 &r oberoende eftersom
1 31 ;
PX=17Y=-1)=-=---=PX=1)PY =-1) (lp)
8 8 3 ‘
d)
1 1 1 1 1 1
EXY)=-1---2-——4.--+2- —4+4-=—- (1
XY) s P tetrtptigTog

Eftersom X och Y &r ej oberoende, giller INTE E(XY) = E(X)E(Y)! Déarfér maste man
ocksé beriikna V(XY) med E[(XY)?] — [E(XY)]%
1 2 2 115

21—-1.2 R— o= 5
E[(XY) ] =1 8—|—4 12—|—16 5= 21 (0.5p)

och diarmed

15 1 917
XY) =~ 6~ 12 (0-5p)

7. Antag att vikten av metallskivor kan approximeras med en (u,4.5)-normalférdelad variabel (i gram).
Hur ménga observationer maste man gora for att konfidensintervallet fér ;1 med konfidensgraden 95%
skall hégst ha langden 27

3p

Losningsforslag:
Vi far ett exakt 100(1 — )% konfidensintervall med o = 0.05 for p med

I, =

Vi Vi

g
Tx )\0‘025] =

4.5
x:l:l.961 (1p)
n
med langden

45 !
2.1.96—2 <2 (1
N (1p)

s n>8822~78 (Ip).
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8. Foljande métvirden for intelligenskvot (IK) kommer fran tva grupper av personer A och B.

A‘ 8 101 93 98 &9 101 100 104 95 99
B‘lOl 97 96 99 103 113 106 97

Hirvid anses dem uppmétta virdena vara tvi oberoende stickprov fran en N(pa,0)- respektive
N(pp,o)-férdelning med o = 6.

a) Berdkna ett 99% konfidensintervall for skillnaden. Ger detta intervall ndgon grund f6r att pasta
att de IK-véntevirdena skiljer sig mellan grupperna?

3p
b) Ar det rimligt att anta samma varians i de bada grupperna?
Ip
Losningsforslag:
a) Vi har

na=10, np =8, X4 =96.6, Tg = 101.5, Ag.go5 = 2.5758 (0.5p)
100(1 — )% konfidensintervall med o = 0.01:

_ _ 1 1 N
Lis—pp = |Ta —Tp £ Ao.0050 (nA + nB) (1p)

11
= 96.6 — 101.5+ 257586 4/ — + =
96.6 — 101.5 + 2.5758 - 6 <10+8>

= [-12.231, 2.432] (0.5p)

Det vill sdga att konfidensintervallet innehéller virde 0, sa det ger ingen grund fér pastaendet
att de IK-véntevérdena skiljer sig mellan grupperna.  (1p)

b) Om grupperna har valds helt slumpmaéssigt, si ar det rimligt att anta samma varians i de bada
grupperna. Men om det finns vissa skillnader mellan grupperna (alder, utbildning, etc.), da
kan spridningen variera. (1p)

9. Antag att man har ett stickprov (z1,...,z,) av storlek n, d.v.s. x; ir observationer av oberoende och
likaférdelade stokastiska variabler X; med vintevirde p och varians o2. Nar man skattar variansen
o2 finns det flera mojliga alternativ, till exempel

1 < 1<
s? = p—] ;(ml —7)? och s= gZ(l‘Z - 7)%

i=1

a) Visa att s2 #r ej viintevirdesriktig.

2p
b) Ibland anvinder man plus/minus tva ganger standardavvikelsen for att ange ett approximativt
matt for spridningen. Varfér gér man sa?

1p
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Losningsforslag:
a)
E(s?) "< E S Do(xh) - X
i=1

1 - 2
reg 2 X
= E(X; -n  EX

Y o )
=V (Xo)+(E(X:))? =V (X)+(E(X))?
n R p—
(X:))?) = n(V(X) + (E(X))?)
i=1
n 0_2 5
n
i=1
_ 1 ( 2 2_ 2 )
= no® +nu o n
n—1
1
=3 (n02—02)
_n—1l 5 o2
n—1
men

E(s?) =E <” — 132> 0 lpey Tl 2 (g
n n

b) Tv& kommer fran Ag.g25 = 1.96, som motsvarar en 95% konfidensniva for normalfordelade data. Aven
om data inte #r normalfordelade dr tva ganger standardavvikelsen ett bra tumregel for (hélften av)
konfidensintervall l&ngden.

Lycka till!
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