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Maxpodng: 30. For godkdnd krdavs minst 12 p, for Vil Godkdnd 21 p. Eventuell bonuspoang fran
hemdugga 2013 adderas. Losningar skall redovisas till varje uppgift. Uppgifterna &r ej ordnade efter
svarighetsgrad. Rattningsprotokoll anslas senast tre veckor efter tentamen.

1. Vi kastar en tdrning tva génger, d.v.s. utfallsrummet dr Q = {(1,1), (1,2),(1,3),...,(6,5),(6,6) }.

a) Berdkna sannolikheten for hindelsen A =’det forsta talet &r storre dn 3'.

3:6 1
PA) =% =2
1p
b) Berdkna sannolikheten for hindelsen B ='summan av bada talen ar 7.
6 1
P = — = —
(B) 36 6
1p
¢) Arhiandelserna A och B oberoende?
11 1 3
P(A)P(B) = 56T 36~ P(A N B) = oberoende
1p

2. Uppskattningsvis har var femte vuxen i Sverige nagon form av allergi och 40% av alla som har
allergi dr allergiska mot pollen. Anta att ett blodprov anvinds for att avgéra om en person ér al-
lergisk mot pollen. Testet ger positivt svar (allergisk) med 95% sannolikhet om man verkligen &r
allergisk, och negativt svar (ej allergisk) med 99% sannolikhet om man &r inte allergisk mot pollen.
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a) Vad ar sannolikheten att en slumpmadssigt vald person ér allergisk mot pollen?

P(pollen) = P(pollen Nallergisk) = P(allergisk) - P(pollen|allergisk) = %% = 22—5 = 0.08
1p
b) Anta att ett test ger positivt svar pa en slumpmassigt vald person. Hur stor dr sannolikheten
att personen ér allergisk mot pollen?

A =’allergisk mot pollen’, A, :="ej allergisk mot pollen’, B :="testet ger positivt svar’.

2 2
P(A) = 55 = 0.08, P(Ay) = g =0.92, P(B|A;) =095, P(B]A;) =1—0.99 = 0.01
P(Ay[B) betingad ~ P(A1 N B) Bayes P(B|A1)P(A)
! P(B) P(B|A1)P(A;) + P(B|A;)P(Ay)
2-0.95
25 =~ 0.89

2-0.95+0.01-23
25
3p

3. For en viss forsakring betalar man 700 kr per ar och far 1000 kr vid ett skadetillfdlle. Lat det arliga
antalet skador per kund, X, vara Poisson-fordelat med parameter A > 0. Beteckna vinsten som
forsdkringen gor fran en viss kund per ar Y = 700 — 1000X.

a) Hur stor kan parametern A av Poisson-férdelningen av de arliga skadetillfillena vara, sa att
det med 90% sannolikhet inte finns ndgot skadetillfdlle? Ledning: Du kan anvidnda sanno-

likhetsfunktion px (k) = Ak%, k=0,1,....

—A
e
P(X=0) =09« px(0) = AOW =09 < A = —10g(0.9) ~ 0.105
2p
b) Hur stor kan parametern A vara som mest, om forsdkringsbolaget inte ska ga med forlust i
genomsnitt?
—700
— > g < el .
E(700 —1000X) > 0 < E(X) = A < —1000 0.7
Ip

4. Antag att X dr en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

_ ) 6x(1-x) ,0<x<1,
fx(x) = { 0 , annars
a) Visa att fx(x) &r en tdthetsfunktion.

i) 6x(1—x) €[0,1/2] >0 Vx
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ii)

/_o:ofx(x):/ol6x(1—x): l’i—ﬂl:%?) —1

lp
b) Berdkna vintevirdet E(X).
o 1o, 2] 4-3 1
[ @ = [feta-x =65 -7 0:6(12) =2
1p
¢) Berikna sannolikhetsfunktionen Fx (x) och sannolikheten P(1/2 < x < 3/2).
2 0 ,x<0
Fx(x) =<{ 3x*—2x3 ,0<x<1,
1 ,x>1
och
0 ) 5 6-2 1
P(1/2 < x <3/2) = Fx(3/2) - Fx(1/2) S 1 (3(1/2)* ~2(1/2)°) =1 - 2= = 2
1p

5. Betrakta den f6ljande simultana sannolikhetsfunktionen for X med virden i {1,2,4} och Y med
viardeni{—1,0,1}.

(X,Y) k
1 0 -1
111/8 1/12 1/6 a

j 211/24 1/4 0 |7/24
41 1/6 b 1/12 | 1/3
1/3 5/12 1/4 1

a) Bestdm konstanterna a, b € R.

a1 -1/3-7/24=3/8, b 1/3-1/12-1/6 =1/12

1p
b) Berdkna C(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) .
3 7 1 55 1 5 1 1
och 1 1 1 1 1 3
sa att

3 551 53
C(X,Y) = E(XY) ~E(X)E(Y) = g = 5,75 = 5g8
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3p
¢) Ar X och Y oberoende?

Nej, eftersom
71
pxy(2,-1) =0# 5220 = px(2)pr(=1)

1p

6. Lat X varaen N(u, 0)-fordelad stokastisk variabel. Visa, genom att berdkna vantevirde och varians,
att

X—p
o

7 =

ar standardnormalfordelad, d.v.s. Z ~ N(0,1).

5 (552) 504

och

2p

7. Betrakta foljande del av en artikel fran 2013-09-10 publicerad pa DN.se.

"Var tionde forstadrsstudent pa Harvard har ndgon géng fuskat vid ett provtillfdlle. Knappt hdlften
av [de 1300 tillfrdgade studenterna], 42 procent, uppger att de har anvint sig av hjalpmedel eller
otilldtna kéllor pd hemduggan.’

Konstruera ett 95 % konfidensintervall f6r andelen studenter som fuskar for hemduggan. Ger detta
intervall ndgon grund for att pasta att inte hélften av studenterna fuskar?

Antal studenter som fuskar antas Bin (1300, p)-fordelade, dér p &r den sanna proportioner studenter
som fuskar i hela (odndlig) populationen. Skatta p med p = 0.42. Eftersom np(1 — p) ~ 316 > 10
anvéander vi normalapproximationen och far approximativt 100(1 — «)% konfidensintervall med

« = 0.05 for p:
51— b
Cl = |:ﬁﬂ:ZQ.005 777( Tl p)]

och eftersom zg go5 = 1.96
CI = [0.3932, 0.4468].

Det vill sdga att konfidensintervallet inte innehéller virde = 0.5, sa det ger grund for pastdendet
att inte (mindre &n) hilften fuskar.

4p
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8. Foljande matvarden for intelligenskvot (IK) kommer fran tva grupper av personer A och B.

Al8 101 93 98 89 101 100 104 95 99
B‘101 97 96 99 103 113 106 97

Hirvid anses de uppmaétta vdrdena vara tvd oberoende stickprov fran en N(j4,0)- respektive
N(up,0)-fordelning med ¢ = 6. Berdkna ett 95% konfidensintervall for skillnaden. Ger detta
intervall ndgon grund for att pasta att de IK-vantevdrdena skiljer sig mellan grupperna?

np = 10, ng = 8, XA =96.6, Xp = 101.5, /\0.025 =1.96
100(1 — &)% konfidensintervall med « = 0.05:

— 1 1
Cl= |xp— Xg+tAgmso (1’1 + >] = [—10.48, 068]
A

np

Det vill séga att konfidensintervallet innehéller véarde 0, sa det ger ingen grund for pastdendet att
de IK-vantevdrdena skiljer sig mellan grupperna.

3p

9. Antag att man har ett stickprov (xy, ..., x,) av storlek n, d.v.s. x; dr observationer av oberoende och

likafordelade stokastiska variabler X; med vintevérde u och varians o2.

a) Vad ar anledningen till att man brukar anvanda

1 n
s = n_1 E(xi —x)* istallet for s3 =

1=

1 n
=Y (xi—%)?
ni3

ndr man skattar variansen?

s2 r inte en vintevirdesriktig skattning, men s? &r det.
Ip
b) Utga fran uttrycket i uppgift 9.a) och visa att s> kan skrivas som
2 1 2y
= Y (x7) —nx* .
i=1
2 1 v 2 1 2 i)
s° = Z(x,—f) = Z(xi)—Zfo,—i—Zf
n—14%~ n—1\ 4~ - =
i=1 i=1 i=1 i=1
1 2 2 =2 1 2 2
= Y (x7) —2n%° + nx = Y (x7) —nx
i=1 i=1
2p

Lycka till!
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