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FACIT: Tentamen LOYMA30, LGMA30

Matematik 3 for larare, ak 7-9, Sannolikhetsldra och statistik,
Matematik 3 for gymnasieldrare, Sannolikhetslara och statistik

2014-10-24 kl. 8.30-12.30

Examinator och Jour: Henrike Hébel, tel. 073 0671252 alt. 031 772 5380

Hjilpmedel: Valfri minirdknare, (dubbelsidigt) A4 ark med egna anteckningar samt med skrivningen
utdelade tabellsidor och formelsamling.

Maxpoang: 30. For godkénd krdavs minst 15 p, for Vil Godkénd 24 p. Eventuell bonuspodng fran
2014 adderas. Losningar skall redovisas till varje uppgift. Uppgifterna &r ej ordnade efter svarighetsgrad.
Réattningsprotokoll anslas senast tre veckor efter tentamen.

1. Visa att sannolikheten for exakt en av tva héndelser A och B i nagot utfallsrum € intraffer ar
P(A)+ P(B)—2P(ANB)

Ledning: Du kan anvénda att P(A\ B) = P(A) — P(AN B).

2p

Losningsforslag:

P({exakt en}) = P((A\B)U(B\A4)) (0.5p)

S p(A\B)+ P(B\ A) (0.5p)
A)—P(ANB)+ P(B)—P(BnNA) (0.5p)
= P(A)+ P(B)—2P(ANnB) (0.5p)

led.

2. Ett tyskt kortspel som kallas Skat bestar av 32 kort varav 4 &r ess. Korten blandas och ldggs pa
bordet ett efter ett. Vad &r sannolikheten att det nionde avtédckta kortet &r det andra esset som
ligger pa bordet?

3p
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Lo6sningsforslag:
Anvinda den hypergeometriska fordelningen {or de forsta atta korten, dar antal ess &r Hyp(32, 8, 4/32)—fordelat,
d.v.s. for A = {det nionde avtickta kortet &r det andra esset som ligger pa bordet} &r

(4 ) < 32-4)
1 8§—1
P(A) = . 4-1 = 0.056

32 32 -8 ~—~—
S~—— (0.5p)
8 9:e kort = ess (0.5p)

1 ess inom 8 kort (2p)

3. En ldkare skall diagnosticera en viss sjukdom S, som férekommer med sannolikheten 0.01. Han an-
vinder dirvid en metod, som ger korrekt resultat med sannolikheten 0.8 om den undersdkta personen
har sjukdomen S och korrekt resultat med sannolikheten 0.95 om personen inte har sjukdomen S.
Om lékaren har forklarat att en person har sjukdomen S, vad ar sannolikheten att personen i fraga
verkligen har den?

3p
Losningsforslag:

Aj :=’personen har sjukdomen S’, A5 :=’personen inte har sjukdomen S’, B :=’ldkaren har forklarat
att en person har sjukdomen S’.

P(A;) =0.01, P(Ay) =1—0.01 =0.99, P(B|A;) =0.8, P(B|Ay) =1—10.95=0.05 (0.5p)

betingad P(Al ﬂB) Bayes P(Al)P(B|A1) .
PiAlB) = P(B)  P(A)P(B|A)) + P(A5)P(B|Ay) (2p)
0.01-0.8 16

- = — =01 0.5¢
0.01-0.840.99-0.05 115 0.139  (0.5p)

4. Hur ménger russin per bulle skall man berékna (i genomsnitt) i en deg for att en bulle med minst
sannolikheten 0.95 innehalla minst ett russin?

Ledning: Antag att antal russin per bulle &r Poisson-fordelat Po(\).
2p

Losningsforslag:
Lat X = antal russin per bulle, sa far man

! ! 20 !
P(X>1)=1-P(X=0)>09 < PX=0)<005 < <005 (15p)

0! \

= E(X) =X > —l0g(0.05) =~ 3, s& att man behéver minst 3 russin per bulle i degen. (0.5p)
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5. Antag att X &r en kontinuerlig stokastisk variabel med tathetsfunktion

4

fX(CU)Z{ cx™*, T >1,

0, annars

dar ¢ € R ar en konstant.

a) Bestdm konstanten c.

Ip
b) Berékna vintevirdet E(X) och variansen V(X).
3p
¢) Berékna sannolikheten P(1/2 < X < 3/2).
Ip
Losningsforslag:
a)
/1 cx~tdr = [x_g}jo—gél <~ c¢=3 (lp)
b)
° 3 3
- cap—dg. 9 [ 2] _ 9 _ .
E(X) = /1 x - 3x dx 5 [x ] 5 1.5 (Ip)
B(X?) = / 2?30~ 4de = —3 [;fl]oo =3 (1p)
1
V(X)=E(X?) - (E(X))?=3~-(1.5)>=0.75 (Ip)
c)
3/2 3/2
P(1/2< X <3/2) = F(3/2) - F(1/2) = / 3z~ 4dr — 0 = — [:ﬁ”’]l
1
8 19
= ——+1=—=0704 (1
57 + o7 0.704 (1p)

6. Betrakta den foljande simultana sannolikhetsfunktionen for X och Y bada med vérden i {—1,0,1}.

(X,Y)| -1 0 1

-1 3 5 3
0 5 8 3

1 L 3 L

Visa att X2 och Y2 &r oberoende, men att diremot X och Y inte &r det.

3p

Page 3 of 6



Tentamen LIMA30, LGMA30

Lo6sningsforslag:
X och Y &r inte oberoende eftersom t.ex.

PX=1Y=1)= 7743725 P(X=1)P(Y =1). (Ip)

Vi berdknar simultana sannolikhetsfunktionen fér X2 och Y? via t.ex.

5 3 1
P(X?=1Y?=0)=P(X=-1,Y = P(X=1Y = — ==
och far
(X220 1
0 I (1p
X 11! p)
1 1
X2 och Y? &r oberoende eftersom
9 1 11 9 9
P(X2=0,Y?=0)=>= - = P(X2=0)P(Y? =0)
4 22
och samma ekvationer for P(X? =1,Y%2 =0),P(X?=0,Y?2=1) och P(X?=1,Y2=1). (Ip)

7. Betrakta foljande del av artikeln ’Goteborgarna sédger nej till trangselskatt’ publicerad pa www.gp.se
den 2014-09-15.

'Nar alla 297 valdistrikt réknats star det klart att 56,8 procent sidger nej och 43,2 procent ja till
trangselskatt.’

Konstruera ett 99 % konfidensintervall for andelen rostberéttigade i tusental (K = 1000) som sa
ja till trangselskatt i Goteborg. Ger detta intervall nagon grund for pastadendet att inte ens hélften
av Goteborgs rostberittigade vill ha trangselskatt? Antag att det fanns n = 306k roster och att
valdel- tagandet var 72% (kalla: Goteborgs Stad).

Ledning: Vad &r totala antalet rostberéttigade N7

4p
Losningsforslag:
Vi har n = 306k och p = 0.432 for andelen rostberittigade i tusental (k = 1000) som sa ja till

trangselskatt i Goteborg. Antal rostberéttigade som sa ja antas Hyp(N,n, p)-fordelat, dir p dr den
sanna proportioner i hela dndlig populationen av rostberéttigade

100
— 306k — = 1
N = 306k = =425k. (1p)
Eftersom np(1 — p)X=2 ~ 21024 > 10 om man rékna med k (~ 21 > 10 om man rikna utan

k) anvinder vi normalapprommatlonen och far approximativt 100(1 — a)% konfidensintervall med
a=0.01 for p (0.5p):

I, = |p =% Xo.oos N1

p(l—p)N—n] (1p)

och eftersom A\g g5 = 2.5758
I, =1[0.431, 0.433]. (0.5p)
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om man rikna med k (I, = [0.393, 0.471] om man rédkna utan k) S& konfidensintervallet inte in-
nehaller virde 0.5 (innehaller virden mindre &n siffran 0.5), sa det ger grund for pastaendet att inte
ens hélften av Goteborgs medborgare vill ha tréngselskatt. (1p)

8. Ett oberoende forskningsinstitut undersoker den faktiska effekten hos tva odlingsmetoder for en viss
blomma. For den nya metoden méts héjden pa 5 blommor med resultat

10.3, 10.6, 9.6, 10.5, 11.0.
Med den gamla metoden fas resultatet
9.1, 9.9, 9.3, 10.1.

Antag att dessa oberoende mitningar utgor tvi oberoende stickprov, fran en N(p1,0)— och resp.
en N (ug,0)—fordelning for vardera odlingsmetoden.

Bestam ett 99% konfidensintervall for skillnaden i genomsnittlig hojd, alltsd gy — po. Finns det
nagon grund att pasta att de tva odlingsmetoderna ger olika genomsnittliga hdjd?

4p

Losningsforslag:

To = 10.4, Ty = 9.6, 52 = 0.265, s2 = 0.2267 (1))

5—1)s2 + (4 —1)s2

2 ( n g _ _ -
2= S = 0.2486 = s, = 0.499  (0.5))
100(1 — )% konfidensintervall med o = 0.01:

1 1
I#H,Hg = |ZTn — 7y + t(5 +4 — 2)0‘005817 (5 + 4> (l/'))

och eftersom ¢(7)g.005 = 3.499
L, = [<0.371, 1.971]. (0.5p)

Det finns ingen grund att pasta att de tva odlingsmetoderna ger olika genomsnittliga hojd, eftersom

0€ Lu—pg- (1p)
9. Antag att man har ett stickprov (z1,...,x,) av storlek n, d.v.s. x; &r observationer av oberoende

och likaférdelade stokastiska variabler X; med viinteviirde pu och varians o2.
a) Nir man skattar variansen o2 finns det flera méjliga alternativ, till exempel
I & 1<
2 L =\2 2 _ - L =\2
s _n—lg(% Z)* och s*_nz(% Z)“.

i=1

Beskriv skillnaden av s? och s2. Ledning: Ténk pa hur man kan jimféra olika skattare.

1p
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b) Antag att vi har tva stickprov av storlek ny respektive ny, med stickprovsvarians s3 respektive
s%. Om man antar att de tvi stickproven kommer fran férdelningar med samma varians o2, si
skattar man o2 med s& kallad pooled variance

o (nx —1)sk + (ny —1)s¥
nxy +ny — 2 '

Visa att 312, ar vantevardesriktig.
2p

¢) Vad ar anledningen till att man véljer pooled variance skattning under b) istéllet for till exempel
s% eller 2.7 Beskriv med egna ord, formler behovs inte.

1p

Losningsforslag:

a) s2 dr ingen vintevirdesriktig skattning, men s? #r det. (0.5p) Déremot éir s? effektivare én s2.

(0.5p)

b)
1 \
E(sy) = m((nx—1)E(s§()+(ny_1)E(s2y)> (1)
B m((”x Do+ (ny 1>o) (0.5p)
= w02:02 (0.5p)

nx +ny —2

¢) Man véljer pooled variance skattning under b) for att fa en vintevirdesriktig skattare for vari-
ansen och samtidig anviinder alla observationer som finns. (1p)

Lycka till!
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