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Matematik 3 for larare, ak 7-9, Sannolikhetsldra och statistik,
Matematik 3 for gymnasieldrare, Sannolikhetslara och statistik

2015-10-23 kl. 8.30-12.30

Examinator och Jour: Henrike Hébel, tel. 073 0671252 alt. 031 772 5380

Hjilpmedel: Valfri minirdknare, (dubbelsidigt) A4 ark med egna anteckningar samt med skrivningen
utdelade tabellsidor och formelsamling.

Maxpoang: 30. For godkénd krdavs minst 15 p, for Vil Godkénd 24 p. Eventuell bonuspodng fran
2015 adderas. Losningar skall redovisas till varje uppgift. Uppgifterna &r ej ordnade efter svarighetsgrad.
Réattningsprotokoll anslas senast tre veckor efter tentamen.

1. Visa att for tva hindelser A och B i nagot utfallsrum Q, dar P(AU B) < 1, géller

P(ANB)>1— P(A°) — P(B°).

2p

Lo6sningsforslag:

P(ANB) "2 P(A)+ P(B) - P(AUB) (0.5p)
"2 1 - P(A°)+1—-P(B°)— P(AUB) (0.5p)
=2 - P(AUB)—P(A°) — P(B°) (0.5p)
<1

—_———
>1

>1— P(A°) — P(B) (0.5p)

2. T en urna finns 26 kulor med bokstéver A-Z (21 konsonanter och 5 vokaler). Vi drar 4 kulor en efter
en utan aterlaggning. Beridkna sannolikheterna for hdndelserna

a) A = ’den forsta bokstaven ar A’
Ip
b) B = ’vi drar exakt en konsonant och tre vokaler’
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Ip

¢) C = ’den forsta bokstaven #r A och bland de tre andra bokstéver finns C’.
2p

Losningsforslag:
a)
1
=—=0. 158
P(A) 2% 0.038 (1p)
b)

1 1
= — . . - —_— z . 2 -
P(C) = 5 3o 0.0046 (2p)
~—

——
A bland de tre andra finns C

3. Ett foretag tillverkar TV-apparater. En TV-apparat &ar felaktig med sannolikhet 0.06. Varje TV-

apparat testas om den &r felaktig innan den l&dmnar foretaget. Testen anger ett fel for felaktiga
TV-apparater med sannolikhet 0.85. Testen anger ocksa ett fel for ej felaktiga TV-apparater med
sannolikhet 0.1. En slumpméssigt utvald TV-apparat testas. Hur stor &r sannolikheten att testen
anger ett fel? Vad dr sannolikheten att T'V-apparaten ar felaktig, om testen anger ett fel?

3p

Losningsforslag:
Ay =TV felaktig’, As :=‘TV inte felaktig’, B :=‘testen anger fel’.

P(A;) = 0.06, P(Ay) =1—0.06=0.94, P(B|A;) =0.85, P(B|43) =0.1 (0.5p)

betingad P(Al N B) Bayes P(Al)P(B|A1) o,
PELIB) =0 =@y T PA)PBIA) § PA)PBIA)
0.06 - 0.85 _ 0.051

= ~ 0.352 (0.51
0.06 0.85 100401 _ 0.1d5 =03 (0.5p)

. Antalet fel pa en viss typ av lakansvav (som ligger i rullar) kan anses vara Poissonfordeladat med i
genomsnitt tre fel per tio meter vév. En kund kdper 5 stycken vévbitar om vardera 2 meter. Vad &r
sannolikheten att det pa dessa finns fler &n 2 fel?

2p

Lo6sningsforslag:
5 stycken vivbitar om vardera 2 meter blir en hel tygbit pa 10 meter med i genomsnitt tre fel, d.v.s.
for X= ‘antal fel pa kundens vavbitar’ har vi E(X) =X =3 (1p). Déarmed far vi

PX>2)=1-P(X<2)=1-(P(X=0)+P(X =1)+P(X =2))) =1-0.4232 = 0.5768 (1p)
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5. Lat X vara lanetid av bocker pa biblioteken (i manander). Antag att X &ar en kontinuerlig stokastisk
variabel med férdelningsfunktion

0 , <0
Fx(z)=<¢ 2%/4 ,0<x<2,
1 ,2<zx

a) Vad &r sannolikheten att lanetiden for en slumpmiéssigt utvald bok blir mellan en halv och en

manad?

Ip

b) Berékna tdthetsfunktionen fx(z) = Fi(z).
Ip

¢) Berdkna den forvintade lanetiden E(X) och variansen V(X).
3p

Losningsforslag:
a)
PO5< X <1)=Fy(1)— Fx(05) =~ — L =3 (4
wsaA s x09=1"1%"1 "V
b)
1
Ix(x) = Fy(z) = % VO <x <2 ochOannars (Ip)
c)
2
2.2 3 4
E(X) = / L= lx] =—- (lp)
o 6 3
0
och

och darmed

V(X) =E(X?) - E(X))P=2-3 =2 (Ip)

6. Betrakta foljande simultana sannolikhetsfunktion for X och Y med virden i {1,2,4} respektive

{-1,0,2}.
(X,Y)|-1 0 2
1 § 06 1
2 % i a
4 Ly 0
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a) Bestim konstanterna a,b € R. Du kan anviinda att P(X =2) = 1.
1p
b) Berikna kovariansen C'(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
3p
c) Ar héndelserna X = 1 och Y = —1 oberoende? OBS, du behdver inte testa om X och YV &r
oberoende!
Ip
Losningsforslag:
a)
1 1 1 1 .
och
3 5
—1-2_- = _Z == (0.
b s o4 (0.5p)
b)
1 1 1 1 1 1 19
och
1 1 1 1 1 1 .
E(Y) — (8 + E + 8) + (12 + 8> ﬁ ((].')1))
och
2 4 2 4 1
= —— = — — — —_— _ = — 1
E(XY) 2 s tgT g W
och darmed
1 19 1 31
CX,2Y)=EXY)-EXEY)=—-—————=—— (1
(X,Y) =E(XY) ~E(OB(Y) = —¢ — 515 = —55 ()
c)
1 3 1
PX=17Y=-1)=-=—---=PX=1)PY =-1)
8 &8 3
= héndelserna X =1 och Y = —1 &r oberoende.
Ip

7. TV-foretaget ville fa en uppfattning om hur stor andelen felaktiga TV-apparater, som férekommer i
ett stort varulager, &r. Darfor drogs ett slumpméssigt urval omfattande 400 apparater. Av dessa var
24 felaktiga. Bestam ett 95% konfidensintervall for andel felaktiga TV-apparater. Ledning: Anta en
odndlig population. Ger detta intervallet grund for pastaendet att mindre &n 10% av TV-apparaterna
i det stora varulagret ar felaktiga?
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3p

Losningsforslag:

Antal felaktiga TV-apparater antas Bin(400, p)-fordelade, dir p dr den sanna proportioner studenter
som fuskar i hela (oéindlig) populationen. Skatta p med p = % = 0.06. Eftersom np(l—p) = 22.56 >
10 anvdnder vi normalapproximationen (0.5p) och far approximativt 100(1 — a)% konfidensintervall

med a = 0.05 och Ag 25 = 1.96 for p:

0.06(1 — 0.06)

Cr= 400

0.06 = 1.96

i (1 — p
D £ Xo.o2s p(np)l =

1 = [0.037, 0.083](1.5p)

Det vill sdga att konfidensintervallet inte innehéller varden > 0.1, sa det ger grund for pastaendet att
mindre &n 10% av TV-apparaterna i det stora varulagret ar felaktiga. (Hg:p > 0.1 vs. Hy : p < 0.1,
H, forkastas.) (1p)

. Ett oberoende forskningsinstitut underséker om elever far mer podng pa matematiktentor om de
arbeter med ett matematiskt datorspel som heter Matika utanfér de vanliga skolaktiviteterna. For
detta dandamal har man samlat det genomsnittliga antalet poéng pa en sdrskild matematiktentamen
(med 100 poéng totalt) fran 10 olika, slumpméssigt utvalda skolor dar 50% av eleverna studerade
med och 50% utan Matika. Tabell 1 visar genomsnittliga antalet poang med Matika och utan
Matika for varje skola. Antag att dessa viarden &r observationer av parvis beroende slumpvariabler

Skola 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X 76 59 56 60 61 60 55 58 54 63
Y 68 57 51 57 56 61 53 55 54 B9
A=X-Y |8 2 5 3 5 -1 2 3 0 4

Tabell 1: Genomsnittliga antalet podng med Matika (X) och utan Matika (Y") f6r 10 skolor

(X1,Y7),...,(X10, Y10) sddana att differensena Z; = X; — Y; ar oberoende och N (A, o)—fordelade.
Bestam ett 99% konfidensintervall for skillnaden A i genomsnittlig tentamenpoéng. Kan man séga
att anviindning av datorspelet Matika ger hogre antal podng?

4p

Losningsforslag:
Med den nya tabellen och med A = X — Y far man

A =3.10ch sp = V6.767 ~ 2.601 (1.5p)

och diarmed 9 601
— S . P
In=AFtn— 1)a/27% =317 t@)o.oozsﬁ (1p)

och med t(9)0_005 = 3.250 blir det
In =10.427,5.773]. (0.5p)
Det vill sdga att konfidensintervallet inte innehéller noll, s& det finns grund fér pastaendet att

anvindning av datorspelet Matika ger hogre antal podng. (Ho : A = 0 vs. Hy : A # 0, Hy
forkastas.) (1p)
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9. Antag att man har ett stickprov (z1,...,z,) av storlek n, d.v.s. x; &r observationer av oberoende och

likaférdelade stokastika variabler X; med viintevirde p och varians o2. N#r man skattar variansen
o? finns det flera mojliga alternativ, till exempel

1 < 1<
s? = p—] ;(ml —7)? och s= gZ(l’Z - 7)%

i=1

Visa minst en skillnad mellan s? och s2 (utom att man delar med n — 1 i ena fallet och med n i det
andra). Ledning: Ténk pa hur man kan jimfora olika skattare.
2p

Losningsforslag:

2

a) s? #r vinteviirdesriktig, men s2? ir det inte.

reg. 1 = —
E(s?) 'Y E Y (x3) —nX’

=1

{
{

men

2

Lycka till!
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