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Sista inldmningsdag 2017-09-18 k1. 12.00

Examinator: Claes Andersson, mejl andclae@chalmers.se, tel. 031 772 8294

Instruktioner: Redovisa fullstindiga l6sningar. Studenterna far diskutera hur uppgifterna ska 16sas, men
inldmningarna ska vara individuella. Ger maximalt 2 bonus poéng till tentamen:

Dugga poéing | 0-1 2-4 5-7 8-10 10-12
Bonus poing ‘ 0 0.5 1 1.5 2

1. Antag att A och B &r tva oberoende héndelser i nagot utfallsrum (2, sddana att P(A) = P(B), och
AUB = Vad &r P(A)?

2p

Losning: Vi har att A, B oberoende, alltsd P(ANB) = P(A)P(B) (0.5p). Dessutom har vi AUB = ,
alltsd P(AU B) =P(Q) =1 (0.5p). Vi anvinder formeln fér sannolikheten av unionen:

1=PAUB)=P(A)+P(B) -P(ANB) =, 6 =2P(4)- P(A)? <

P(A)=P(B)
och oberoende

P(A)? —2P(A)+1=0<
(P(A)—1)=0< P(A) =1

1p

2. Claes aker sparvagn till jobbet varje morgon. For att hinna i tid behéver han ta en sparvagn som
enligt tidtabell ska ga 07.40. Trots att Claes &r pa hallplatsen exakt 07.40 varje dag, ar det inte alltid
detta lyckas. Snarare verkar det vara si att sparvagnen avgar en helt slumpmissig (dvs likformigt
fordelad) tid mellan 07.38 och 07.44.

a) Vad &r sannolikheten att Claes kommer med vagnen en viss dag?

0.5p
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b) Vad &r sannolikheten att Claes kommer med vagnen minst 3 dagar en viss vecka?
1.5p

Lo6sning:

a) Lat X = “vagnens verkliga avgingstid”. Da méste X ~ U([07.38,07.40]), allts& vara kontinuer-
ligt likformigt fordelad pé intervallet [07.38,07.40]. Vi har da tathetsfunktionen fér X som

0 annars

fx(z) = { 1/6, x € [07.38,07.44]

Sannlikheten att Claes hinner med vagnen dr P(X > 07.40) = 0077.;1404 1/6dxz = 2/3 (0.5p)

b) Antag att Claes jobbar 5 dagar per vecka. Lat Y7,...,Ys vara 1 om Claes hinner med vagnen
dag i och 0 annars, dir i = 1,...,5. D& ar varje ¥; Bernoulli-férdelad med p = 2/3. Om vidare

later Y = Ele Y;, s& ar Y =“antalet dagar Claes hinner med vagnen under en vecka”, och
Y ~ Bin(5,2/3), och alltsa

p(h) = () /st

(0.5 p). Vi soker
PY>3)=1-P(X<3)=1-P(X<2)=
1-PY=0+P(Y=1)+PY =2)=
1 —(0.004 4 0.0411 + 0.1646) = 0.79
(1p)
3. Lat X vara en diskret slumpvariabel med px (k) = C(k—1), k=1,2...,N, dir C &r en konstant.
a) Bestdm C (uttryckt i N).

1p
b) Antag att N = 5. Berdkna E[X],V(X) samt E[1/X].
3p

Lo6sning

a) For att px (k) ska vara en sannolikhetsfunktion méste den uppfylla px(k) >0, k =1,...,N
och Y, px (k) = 1. Uppenbarligen kan vi inte ha N = 1. For 6vriga N géller

N
1= Ck-1)=C k—1) = C =—*=(C=———
Z ( ) Z( ) ~~ 2 N(N -1)
k=1 k=1 I=k—1 =0
Ip
b) Med N =5 far vi C' = 1/10. Det &r saklart mojligt att uttrycka vintevirdena och variansen vi
sOker i N, men med bara 5 termer verkar det enklare att rdkna med vérden insatta.

1 042+ 6+ 12+ 20
E[X] = — —1) = —4 (1
[XI= 13 Ek k(k—1) 10 (1p)
V(X):E[XQ]—(E[X]ﬁ:i k2(1€_1)_42:0+4+18+48+100_16:l (1p)
10 Zk 10
1 —k—1 0+1/242/3+3/4+4/5
E[1/X] Ek [kpx (k) = 15 Ek - o 163/600 = 0.272  (1p)
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4. Uno har tva urnor, U och V.1 U finns 2 svarta och 3 vita kulor, i V finns 4 svarta och 1 vit kula.
Uno blundar, stoppar en hand i varje urna, och drar sedan 3 kulor ur U och tva kulor ur V. Lat
X = “antal svarta kulor ur U” och Y = “antal svarta kulor ur V.

a) Vad &r sannolikheten att Uno drar sammanlagt 3 svarta kulor (dvs fran bada urnorna)?
2p
b) Innan Uno tittar p& kulorna blandar han dom, s att han inte ldngre vet vilka kulor som kom

from vilken av Unos urnor. Givet att Uno dragit 3 svarta kulor totalt, vad ar sannolikheten att
U nu endast innehaller vita kulor?

2p

Figur 1: Unos urnor.

Losning:
a) Lat X = antal svarta kulor dragna ur U och Y = antal svarta kulor dragna ur V. D4 har vi att

X ~ Hyp(5,3,2/5), samt
Y ~ Hyp(5,2,4/5),

samt att X och Y dr oberoende. Vi soker P(X +Y = 3). Vi kan fa totalt 3 svarta genom att fa 2
svarta fran U och 1 fran V eller 1 fran U och 2 fran V. Vi kan alltsa skriva

P(X +Y =3) =P(({X =2} n{Y = 1}) U ({X = 1} N {Y = 2})) Punkeabindeler

=PU{X=2In{Y =1})+P{X =1}n{Y =2}) XY oberoende
=P(X =2P(Y =1)+P(X = )P(Y =2)  (Ip)
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Eftersom vi vet férdelningarna fér X och Y kan vi berdkna de sannolikheter vi behover:

P(X =1)= W6 _2:3_ ¢ P(X =2) = QO 13,

() 10 () 10
P(Y =1) = (411()5(;) = %1 =04 P(Y=2)= (3()5()(1)) = % = 0.6

S
P(X+Y =3)=03-04+0.6-0.6=0.48

(1p)

b) Fragan kan formuleras som “Vad #r sannolikheten att vi dragit tva svarta kulor fran U betingat
pa att vi dragit tre svarta kulor totalt?”. Alltsa dr det en betingad sannolikhet vi stker, ndrmare

bestdmt P(X = 2|X +Y = 3). Denna ges av

P({X =2} N{X+Y =3})

P(X=2|X+Y =3) = X1V =3)

(1p)

Néamnaren vet vi redan &r 0.48 fran a)-uppgiften . Hindelsen i tdljaren maste vara {X = 2}n{Y =1},
eftersom X =2 och X +Y = 3 innebér Y = 1. Sa sannolikheten i téljaren &r 0.3-0.4 = 0.12. Darfor

far vi 012 1
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