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GU Lararprogrammet 2017

Tentamen LOMA30, LGMA30

Matematik 3 for larare, ak 7-9, Sannolikhetsldra och statistik,
Matematik 3 for gymnasieldrare, Sannolikhetslara och statistik

2017-10-20 kl. 08:30-12:30

Examinator: Claes Andersson, tel. 0734 031540 alt. 031 772 8294

Jour: Malin Palo Forsstrom, tel 031 772 8294

Hjilpmedel: Valfri minirdknare (tomt minne och ingen méjlighet att koppla upp sig till nétet; kon-
trolleras av examinatorn), (dubbelsidigt) A4 ark med egna anteckningar samt med skrivningen utdelade
tabellsidor och formelsamling.

Maxpoang: 30. For godkénd krdavs minst 15 p, for Vil Godkénd 24 p. Eventuell bonuspodng fran
2017 adderas. Losningar skall redovisas till varje uppgift. Uppgifterna &r ej ordnade efter svarighetsgrad.
Réattningsprotokoll anslas senast tre veckor efter tentamen.

1. Antag att By och B, &r tva disjunkta héndelser, och A en héndelse som &r oberoende av bade B
och Bs. Visa att A ar oberoende av B U Bs.

Ledning: Anvind att AN (By UBy) = (AN B1) U (AN By).

2p

Losning: A ar oberoende av By U By om P(AN (B U By)) = P(A)P(By U By) (0.5 p).

P(AN (B U By)) "E"P((AN By) U (AN By)) disjunkta(0.5p) P

oberoende(0.5p)

ANB;)+P(ANBy)

disjunkta(0.5p)

P(A)P(B1) + P(A)B(B,) = B(A) (P(By) + P(By)) P(A)P(B, U By)

2. Far foder upp far. Han har tva baggar, en svart och en vit. Vi vet att lamm till en vit bagge
blir svarta med sannolikhet 0.4, medan lamm till en svart bagge blir svarta med sannolikhet 0.8,
oberoende av varandra inom en kull. En av tackorna blir driktig utan fars vetskap, och far bedémer
att det &r lika sannolikt att den svarta baggen &r far till kullen som den vita.

a) Vad ar sannolikheten att 3 av totalt 5 lamm till en svart bagge &r svarta?
Ip

b) Nir kullen fods &r just 3 av totalt 5 lamm svarta. Vad dr sannolikheten att den svarta baggen
ar far till lammen?
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2p

Losning: Om X =“antal svarta far i en kull” si giller X ~ Bin(n,p) (0.5 p till a)), dir n ar
storleken péa kullen och p beror pa vilken bagge som é&r far till lammen.
a) Om den svarta baggen &r far dr p = 0.8, sa

P(X =3) = (2) 0.8%0.2? = 0.2048 (0.5p)

a) Om vi later S = “den svarta baggen é&r far till kullen” har vi fatt att P(S) = 1/2 och vi har att

) Bayes(1p) P(X = 3[S)P(S)

P(S|X =3 P(X = 3[S)P(S) +P(X = 3]5¢)P(5°)’

dir P(X = 3|S) &r beriknad i a), P(X = 3|5¢) = (3)0.4%0.62 = 0.2304, vilket ger att

0.5-0.2048
P(S|X = 3) = —047 (1
(5] ) = 0502018 1 05.0.230 (1p),

dvs trots att fler lamm var svarta &n vita dr det mer sannolikt att den vita baggen &r far.

3. T en pase har vi 26 brickor med bokstéverna A-Z pa (21 vokaler, 6 konsonanter). Vi drar fem brickor
utan aterldggning. Berdkna sannolikheterna for féljande héndelser:

a) A &dr inte med bland de dragna brickorna.

Lp
b) Med bokstaverna vi dragit kan vi stava till "LEGO" (och f& en bricka 6ver).
2p
Lo6sning:
a) 2220232221 — 21 — 0.80769. (1p)

b) X = “Antalet bokstéver av L, E, G och O vi far upp” ~ Hyp(26,5,4/26) (1p). For att kunna
bilda LEGO maste X = 4.

~3.34-107* (1p)

4. Claes sadlar om och blir fiskare. Varje morgon aker han ut och lagger néit med vilka han fangar torsk
och sill. Méngden torsk han fangar dr A (50, 10)-fordelad och méngden sill &r N (100, 15)-fordelad (i
kg). Vid dagens slut séljer han fisken han fangat, och far 50 kr/kg f6r torsk och 20 kr/kg for sill.
Dessutom maste han betala en daglig bathyra pa 4000 kr.

a) Vad &r den forvintade vikten av Claes totala fangst pa en dag?
Ip
b) Vad Claes forvintade vinst per dag?

2p
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¢) Vad dr sannolikheten att Claes gar med vinst en given dag?

2p
Losning:

a) Lat T =“méangden fangad torsk” ~ N(50,10) och S =“mingden fangad sill” ~ N (100, 15), samt
F = “totala fangsten” =T 4+ S. D& &r

E[F] = E[T + S] = E[T] + E[S] = 50 + 100 = 150 (1p)

b) Claes inkomst ar 50T +20S, och vinsten skrivs som V' = 5074205 —4000 (1p). Den forvintade
vinsten &r saledes

E[V] = 50E[T] + 20E[S] — 4000 = 500 (1p)
c¢) Eftersom vinsten &r en linjarkombination av N-férdelade slumpvariabler géller att

Vo~ N(MV7O-V)5

dir py = 500 och oy = /502 - 102 + 202 - 152 = 583.1 (1p). Vi siker

V —500 - —500
583.1 583.1

P(V >0) =P ( ) = P(Z > —0.86) = P(Z < 0.86) = 0.8051 (1p)

dér Z ~ N(0,1) och vérdet fas ur tabell.
5. Visa att for godtyckliga slumpvariabler X och Y géller
VIX+Y)=V(X)+V(Y)+20(X,Y)
Ledning: Anviind att V(X) = E[X?] — (E[X])? samt C(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].
3p
Losning:

V(X +Y) =E[(X + V)2 — (E[X + v])2 &
E[X2] + E[Y?] + 2E[XY] — i — 12 — 2uxpy 2

(E[X] - 13) + Y] - 1) + 2(E[XY] - pixpy) 2
V(X)+V(Y)+2C(X,Y)
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6. En tvadimensionell diskret slumpvariabel har simultan (gemensam) sannolikhetsfunktion

. Ckj+j) 0<5<2 0<Zk<3
pXY(.]ak):{ 0( J ]) ann:frs

a) Bestdm konstanten C' si att pxy verkligen dr en sannolikhetsfunktion.

Ip
b) Berdkna px(j), py (k) och E[X].
2p
¢) Ar X och Y oberoende?
Ip

Losning:
a) For att det ska vara en sannolikhetsfunktion méste den summera till 1 (0.5p). Vi sétter

2 3 2 3 2
1:22 (kj+5)=CY 33 (k+1)=C> 10j=30C = C=1/30 (0.5p)
j=0 k=0

=0 k=0 j=0

b) For att berdkna de marginella sannolikhetsfunktionerna summerar vi enligt

3
.\ 0.5 . 1 . 0.5p
px() "L S pxv ok = 55 >k +1) "2
k k=0
2
. . k+1
py (k) => pxv (i k) = 52 Jk+1)=—5
J 7=0
Vantevardet av X ges av
2
1 5
ijx 2> =% (p)
~3 3
7=0
c) Ja, ty
ki+i _jlk+1) _jk+1 .
= — = 1
pxy (4, k) = =55 30 5 10— PxUpv (k) (p)

for 0 < j <2 och 0 < k < 3. Bade marginalerna och den gemensamma ar 0 annars. Sa for alla
J,k giller pxvy (4, k) = px (§)py (k).
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7. Ar 2011 férbrukade svenskarna i genomsnitt 36,1 kg griskdtt per person och &r'. I dagens samhille
verkar det vara trendigt att dta vegetariskt?, sa vi #ir intresserade av att undersdka om detta #ndrats.
Dérfor observerade vi griskottforbrukningen hos 41 personer under 2016 och observerade data som
kan sammanfattas pa foljande vis:

Zzi = 1415, fo = 49947

a) Bilda ett 90% konfidensintervall for den genomsnittliga griskéttforbrukningen per person och
ar for 2016 baserat pa data.

2p
b) Antag att vi visste att det sanna véirdet pa standardavvikelsen, o, var 6. hur ménga hade vi

minst behovt tillfraga for att fa ett 99% konfidensintervall av mindre langd &n intervallet vi fatt
fram i a)?

2p
Losning:

a) Det som efterfragas dr ett 90% KI f6r p. Fran datan vi fatt kan vi berikna

1
- _ 2 _ 2 oy2)
T =1415/41 = 34.5122, och s* = 0 ( E x; —n(x) ) = 27.8061, (0.5p)
dér n = 41. Vi vet inte den sanna variansen, utan skattar den med s2. Dérfor ska vi anvinda

_ s
dir t(n —1)5/2 = t(40)0.05 = 1.684 vilket ger

V27.81
VAL

I, = 34.51 £ 1.683 - — 34.51 4 1.387 = [33.13,35.90]  (1p)

a) b) Med kéint o ges konfidensintervallet av

_ o
IM:xi)\a/Qﬁ (1p)7

dir Ao /2 = Ao.005 = 2.576, eftersom vi nu var intresserade av ett 99% KI, och n* &r antalet vi
ska tillfriga i denna tédnkta undersokning. For att detta ska bli kortare dn det vi fann i a) s&

maste

2

. 6X0.005 6-2.576
< t4 > —"2 = —
< t(40)0.05 <n 1387

2
s

= > _ —124.2 (1p),
NG t(40)0.05 Tn >

6
/\0.005\/?

dvs vi hade behovt fraga minst 125 personer.

IKéllashttp: //www.jordbruksverket.se
2Killa: Majorna.
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8. I Sverige genomfors varje manad opinionsundersékningar av olika foretag och institut fér att under-
sOka hur ménniskor skulle rosta i riksdagsvalet om det var val idag. I Figur 1 ses ett litet utdrag av
olika resultat®.

Ar[~[Manad ~[Foretag  |~| M|~ L(Fi~| C|-| KD[-| S|~| V|| WB~] s0[-| Ovriga -] Intervjuer|~
2017 September Aftonbladet 16.5 36 12.3 47 288 6.5 35 19.9 4.2 2 066
2017 September Demoskop 17.3 52 1.2 28 30,3 8 4.6 18,1 25 12453
2017 September Novus 16,3 54 12 39 29,7 6.8 4.8 18,1 3 4001
2017 Augusti Ipsos 17 6 i 3 29 8 5 19 2 2004
2017 Augusti Sifo 16,2 6,2 12,4 36 30 6.4 41 18,3 3 10 625
2017 Augusti Sentio 15,1 41 105 32 235 8.6 43 274 33 1000
2017 Augusti Yougov 16.1 46 115 29 254 8.2 4.3 236 35 1526
2017 Augusti Aftonbladet 16 41 12,9 48 287 6.8 26 201 3.9 2037
2017 Augusti Novus 152 55 128 43 293 7.6 3.9 18,7 7. 2000
2017 Augusti Demoskop 17.2 6,4 12,9 4 284 74 4.4 16,6 27 1250

Figure 1: Redovisning av olika véljarbarometrar Augusti-September 2017. Tabellen &r beskuren.

Som man kan utlésa i tabellen ger olika undersékningar lite olika resultat, och om skillnaderna &r
alltfor stora kan man fundera Sver om foretagen verkligen gor sitt intervjuurval pa likvardiga satt.
Man kan notera att resultatet {or vinsterpartiet (V) skiljer sig ganska markant mellan Aftonbladets
och Demoskops undersckningar i September 2017 (6,5% respektive 8%) dar man tillfragat 2066
respektive 1253 personer.

a) Bilda ett 95% konfidensintervall for skillnaden i andelen som skulle rosta pa V i Aftonbladets
urvalsgrupp och Demoskops urvalsgrupp. (Vi kan betrakta bada grupperna som odndliga).

2p
b) Kan vi vid signifikansnivd o = .05 fastsla att andelen som skulle résta pa V i de tva urvals-
grupperna ar olika?

1p

Losning:
a) L&t p; vara andelen som rostar pa V i Aftonbladets urvalsgrupp och ps motsvarande i Demoskops
urvalsgrupp *. Det som soks dr ett 95% KI for p; — pe. Detta bildas genom

. . p1(1—p po(1 —p
Ly —py = P1 — P :I:)\a/z\/pl( P1) Jr102( P2) (1p),
nq %)

dér Ay /2 = Ao.o25 = 1.96. Fran datan vi fatt har vi att
p1 = 0.065 ps =0.08
ni1 = 2066 no = 1253

Detta ger oss

Ipl —Pp2

0.065-0.935  0.08-0.92
=_—015+1. = [—0.0334,0.0034] (1
015 96\/ o6 T 133 [—0.0334,0.0034] (1p)

b) Vi vill testa
Hoy : p1 = p2 mot Hy : p1 # po,
och ska da forkasta Hy om 0 &r utanfor vart framridknade KI. Vi ser fran 16sningen i a) att 0
ar 1 vart KI, si vi kan inte forkasta Hy. (1p)

3Killa:www.novus.se
4@ivetvis bor dessa urvalsgrupperna vara samma, dvs rosberéttigade svenska medborgare, men om urvalmetoderna &r
olika kan vi tdnka pa det som att grupperna &r olika.
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9. Egon och Lisa har tva stickprov, Xi,..., X, respektive Y7,...,Y,, av samma storlek fran en férdel-
ning med viinteviirde u och varians o2, och dr intresserade av att skatta y. Egon foreslar att de bara
ska ta hans stickprov och anvinda i = X som skattare. Lisa, ddremot, foreslar att dom ska motas

pa hélften och istéllet anvinda g =

a)

b)

X+Y
o=

Visa att Lisas forslag ocksa ger en vintevirdesriktig skattare for p.

Ip
Vilken skattare skulle du séga ar bast? Motivera.

2p

Losning:

a)

Om Lisas skattare, som vi kan beteckna /iy, r vintevirdesriktig ska vi ha E[ir] = p.

0.5p E(X] +E[Y] 0.5p p+p

- 2 2 ,LL,

X+Y

Elpr] =E | —

eftersom vi vet att E[X] = p.

Vi vet nu att bada skattarna &r vintevirdesriktiga, sa for att avgora vilken som &r bast far vi
titta pa vilken som &r effektivast, dvs vilken som har minst varians (0.5 p). Lat oss betrakta
variansen for Lisas skattare:

S o\ oberoende 1 > =, 1 = 1 .
: TVX4T) P V(XY (V) = SV(X) = LV (ie) (1p),

~ X+? regler 1
V(uL>=V< ) =

eftersom V(X) = V(Y) = %2 och déar iy dr Egons skattare. Lisas skattare har hélften sa stor
varians som Egons, och dr ddrmed béattre (0.5p). Egon borde lira sig att man inte ska kasta
bort data pa det dar viset.

Lycka till!
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