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Matematik 3 for larare, ak 7-9, Sannolikhetslara och statistik,
Matematik 3 for gymnasieldrare, Sannolikhetslara och statistik

19 oktober 2017

Forelasning 1: 1, 4.1-4.2

Sannolikhetslara

Amnen:

- Vara fortrogen med sannolikhetsbegreppet: beskriva och rikna med (idag)

- Slumpvariabler: sannolikhetsférdelningar

1 Vad ar sannolikhetslara?

Experiment (eller forsok) med en méngd ténkbara resultat,
men vi vet inte vilket av dessa kommer att intraffa.

Ett tdnkbart resultat kallas utfall.
Q2 =1{1,2,3} Maingden av alla mojliga utfall kallas utfallsrummet.

P({1}) =1  Varje utfall i utfallsrummet &r forknippat med ett numeriskt virde
som kallas sannolikhet.

Fragestallning: Vilka saker kan hénda?  Vad &r sannolikheten for dem?
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Sannolikhet ar ett matt pa hur troligt utfallet &r!

Samla utfall, hdndelse och sannolikhet i ett rum: Sannolikhetsrum (2, F,P), dar F o-
algebra i Q. Sa, far man P: F — [0, 1].

Ezempel 1.1. Vi singlar en (symmetrisk) slant: mojliga utfall: krona och klave
= Q= {krona, klave}

med lika stora sannolikheter. Desutom, maste sannolikheterna summera till 1:

= P({krona}) + P({klave}) =1
= P({krona}) = P({klave}) =

DO | —

Fzxempel 1.2. Skolan ska byggas om och det finns tva forslag, ett fran Emils och ett fran
Emilias Arkitektbyra. 100 elever valdes slumpmassigt ut. 45 foredrar Emils och 55 Emi-
lias forslag. Vi fragar en slumpvis utvald elev om vilket forslag hen foredrar. Vilket svar
kan vi forvinta oss?

Anvénder den klassiska sannolikhetsdefinitionen:

antal gynsamma utfall

P({ Emils}) =
({Emils}) antal mojliga utfall
45
=—=045=
100 P

P({Emilias}) =1—p=0.55
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2 Mangdlara
Q
Ett utfallsrum €2 med héndelserna A och B
T.ex.: © = {kortienlek}, A =hjarter
(13), B =ess (4), C' = {ess, ruter kung}
AU B “eller”
A=A*=Q\ A t.ex.
t.ex. alla hjarter och

{ruter,spader kléver} ess

AN B “och” AncC = 0,
t.ex. hjarter ess oftrenliga,
disjunkta

Definition 2.1. Sannolikhet (Kolmogorov: Axiomsystem)
e 0 <P(A) <1 for alla hindelse A
e P(Q) =1
e Om AN B = () sa galler att P(AU B) = P(A) + P(B)

Sats 2.1. Sannolikheten P uppfyller filjande pastaenden for tva godyckliga hdindelser A
och B i €):

o P(A%) =1—-P(4)

) =

(AuB) =P(A)+P(B) —P(AN B)
(

A\ B) =P(A) — P(AN B)

P
P
P
P
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Forelasning 2: 4.3

Rep:
- Nya begrepp: utfall, utfallsrum, handelse, sannolikhet

- Viktiga metoder: Klasiska sannolikhetsdefinitionen: gynsamma/méjliga, venndiagram
ex.: 4.5

- Viktiga regler: For godtyckliga hidndelser A och B
— P(A°) =1-P(A)
- P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB)
—_———
0 for A,B disj.

Idag: Oberoende och betingade sannolikheter, lagen om total sannolikhet, Bayes sats

3 Oberoende handelser
Definition 3.1. Oberoende hindelser Tva héndelser A och B ségs vara oberoende om

P(AN B) = P(A)P(B)

FExempel 3.1. Vi kastar en tarning och far antingen 1,2, 3,4,5, 6 som disjunkta handelser.
Det innebér att om vi far 1, sa kan inget annat virde intréffa samtidigt. Det betyder att
héndelserna ar “beroende” av varandra.

P({1 pa T} N {2 pa T}}) =P(#) =0
L P({1pa THP({2pa T}) = + . £ = 1

6 6 36
Om vi nu kastar tva tarningar sdger vi att de ar “oberoende”, fér sannolikheten for vilket

varde vi far pa den ena paverkas inte av utfallet pa den andra:
Térning 1 (T1) kan ge 1,2,3,4,5,6, samma for T2:

P({1 pa T1} N {2 pa T2}}) =

é — P({1 pa T1})P({2 pi T2})

OBS! Oberoende ir inte detsamma som disjunkta!
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Ezempel 3.2. Anta P(A) = 0.25, P(B) = 0.12, P(AU B) = 0.3. Ar A och B oberoende?
Vi vet att

P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B) = 0.25 + 0.12 — 0.3 = 0.07
men P(A)P(B) = 0.25-0.12 = 0.03 och ddrmed P(A N B) # P(A)P(B) = ¢j oberoende!

4 Betingade sannolikheter

Fxempel 4.1. Vi kastar tva tdrningar igen, men nu betraktar vi summan av prickarna.
Fragestéllning hittills:

Vad &r sannolikheten for summan 67

Totalt 36 utfall varav 5 (1+5,2+4,3+3,4+2,5+1) ger summan 6. = p = 2.

Nu: Givet att den forsta tdarningen ger en 2:a, vad ar sannolikheten fér summan 67
Méste fa 5:a med p = ¢, men

P({5 pa T2}|{2 pa T1}) =7

Intuitivt ansats: P(A|B)
Ex.: Ov. 4.4 40% of patienter med hjirtbesvir #r alkoholister:
B = {patienter med hjértbesvir}, A = {alkoholister} = P(A|B) = 0.4

Givet att B intraffar sa “hénder allt i B”, d.v.s. B &r “det nya utfallsrummet”
Hur stor andel av B utgors av AN B?

Tillbaka till tdrning exemplet:

B({5 pa T2}{2 pa T1}) = L p;(g}pg 2 f)é 1)) 11//366 !
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Definition 4.1. Betingad sannolikhet Lat A och B ségs vara héndelser sadana att
P(B) > 0. Den betingade sannolikheten for att héndelse A skall intréffa givet att B har
intraffat skrivs som P(A|B) och defineras som

P(AN B)
P(A|B) = ———— 4.1
(A1B) = 5 (4.)
OBS! OM A och B é&r oberoende héndelser, sa galler P(A|B) = P(A).
Beus: P(AN B) opero. P(A)P(B)
def obero
P(A|B — ———— =P(A
Betingningen paverkas inte!
U

5 Lagen om total sannolikhet

Sats 5.1. Lagen om total sannolikhet Lat A, By, B, ..., B, vara hdndelser sidana att
By, ..., B, delar upp utfallsrummet, d.v.s. dr alla disjunkta och utgor tillsammans hela
utfallsrummet (B; N B; = O ¥Yi # j och By U ... U B, = Q). Da gdaller lagen om total
sannolikhet:

P(A) = P(B,)P(A|B;) + ... P(B,)P(A|B,)

Bewvis forn =1,2:
Vi vet att (4.1) = P(AN B) = P(B)P(A|B)

n=2:
P(A) = PANQ)=PAN(B1UBy))
=  P((ANB)U(ANBy))
PNEB=0 p(ANB,) +P(AN By)
=t P(B1)P(A|B;) + P(B)P(A|B)

O

FExempel 5.2. Sven spelar pa Casino. Han viljer slumpmassigt mellan roulette och black-
jack. Han skattar att han vinner i roulette med sannolikhet 0.03 och i blackjack med 0.01.
Vad &r sannolikhet att han vinner nagot alls?

Lat A = {Sven vinner}, B; = {Sven spelar roulette}, By = {Sven spelar blackjack}.
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Sven maste vélja ett spel (B; U By = ) men bara ett (B; N By = ().
= P(A) "L B(B)P(A| B1) + P(By) P(A] By)
0.5-0.03+0.5-0.01 =0.02

Traddiagram:

Ezempel 5.3. Sven spelar (igen). Antar att Sven vinner (pa nagot av spelen). Vad &r san-
nolikheten att han spelade roulette?

— Soker P(B;]|A) “Vénda pa betingningen™

Pl L HEE
Ez.4 P(B; N A)
P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|By)
bet.slh P(B;)P(A|By)
~ P(B)P(A|By) + P(By)P(A|By)
0.03-0.5

= —— =0.75
0.02

Det ar tre ganger troligare att vinsten kommer fran roulette &n fran blackjack.

Sats 5.4. Bayes sats Under samma vilkor som i lagen om total sannolikhet gdller foljande
forvo=1,...,n:
P(B;)P(A|B;)

P(Bi|A) = P(B,)P(A|By) + ... + P(B,)P(A|B,)

Bews:

de_f. ]P)(Bz N A) . ]P)(A N Bz) bet._slh ]P)(BZ)]P)(A|BZ)
PBIA) = = =P~ P4
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Forelasning 3: 4.4

Rep:
- Oberoende héndelser: P(AN B) = P(A)P(B)

- Betingad sannolikhet: P(A|B) = ng’g?) obero- P(A)

- Lagen om total sannolikhet: P(A) = P(B)P(A|By) + ... P(B,)P(A|B,)

. _ P(Bi)P(A|Bi)
- Bayes sats: P(B;|A) = FBPAB L TP (B PCATEL

- Ex.: Ov. 4.14 & 15:
P(ANB°) =P(A\ B) =P(A) —P(ANB) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)P(B°)

Idag: Slumpvariabler: Vintevarde, varians

6 Begreppet slumpvariabel; stokastisk variabel
Kom ihag matematiska funktioner t.ex.:

fR—=R, f(x)=2* 2R
NU:

X 22— R, X(w) =7 , we
————’

fkt. med slumpmaéssiga virden

Exempel 6.1. Lat X vara slant sidan som ligger uppe med X ({krona}), X({klave}):
“Beteckning for alla mojliga utfall av ett experiment /f6rsok/projekt.

FExempel 6.2. Lat X beteckna antalet prickar vi far pa en térning efter vi kastade den:

X({1}),..., X({6})

OBS! Innan nagot forsok vet vi inte vad X (w) = X &r; s& X &r ingen vanlig variabel,
utan en stokastisk variabel. Det enda vi kan berdkna ar sannolikheten for olika utfall w € €.

Men hur? Vi behover P(X (w)) V w € Q, d.vs. funktion eller méatt som beskriver slump-
strukturen. Det finns tva fall:
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1) diskreta stokastiska variabler som bara kan anta ett dndligt (eller upprékneligt oédnd-
ligt (t.ex. alla pos. heltal)) antal virden, t.ex. X € {1,2,...,6} som for tdrningen.

Utfallet i samband med diskreta stokastiska variabler betecknas ofta med k
— IDAG

2) kontinuerliga stokastiska variabler som antar ett odndligt (eller €j upprakneligt oand-
ligt (t.ex. alla pos. heltal)) antal virden, t.ex. X € [0, 00) véntetid pa Lotteri vinst.

Utfallet i samband med kontinuerliga stokastiska variabler betecknas ofta med sma
bokstéaver, t.ex. x

— NASTA GANG
Definition 6.1. Sannolikhetsfunktion for diskreta X

px (k) =P(X = k) = P(X antar vardet k)

som uppfyller px (k) > 0 och >, px(k) = 1.

Exempel 6.3. Lat X beteckna antalet prickar vi far pa en tarning: px (k) = é, k=1,...,6
och 0 annars.

Definition 6.2. Fordelningsfunktion for diskreta X

Fx(x)= P(X <uz) :pr(k‘), Ve e R

kumulativ sannolikhet k<z

FExempel 6.4. Lat X beteckna antalet prickar vi far pa en téarning:

0 , —oo<x <0 T q
Fx(z)= P(X <z) = heltalsdelen(z/6) , 0<z<6 = Z 6
kumulativ sannolikhet 1 s 6<z<o0 k=1
——
for visst x
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Nu och pa torsdag: Hur kan man beskriva fordelningen av X pa en enklare satt?

- Viantevirde: Virdet vi kan forvianta oss att fa: teoretiskt medelvirde, populations-
medelvirde

- Varians: Hur sprider virden kring véantevérdet?

7 Vantevarde for diskreta s.v.

Definition 7.1. Vantevarde for diskreta X

B(X) = 3k px(h)

FExempel 7.1. Lat X beteckna antalet prickar vi far pa en térning:

1 1
E(X) =1 +...+6- =35

Ezxempel 7.2. En lott kostar 10kr och man kan vinna 50kr med slh. 0.1 och 100kr med slh.
0.01. Hur mycket kommer lotteriet (i snitt) att tjina pa varje sald lott?

Lat X vara vinsten
P(X=0)=1-0.1-0.01=0.89, P(X =50)=0.1, P(X = 100) = 0.01

E(X)=0-0.89450-0.1+100-0.01 = 6[kr]
Eftersom lotten kostar 10kr, tjanar lotteriet 4kr per lott i snitt.

Sats 7.3. Rdkneregler for vintevdarden Lat X ochY wara godtyckliga s.v. och a,b,c € R
godtyckliga konstanter. Da gdller

E(aX +bY +¢) = aE(X) +bE(Y) + ¢

och fér en funktion g

E(9(X)) =) g(k)px(k)

k

FExempel 7.4. Lat X beteckna antalet prickar vi far pa en tarning:

1 1
IE(XQ):12~6+...+62~6:15.17
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8 Varians for diskreta s.v.

Definition 8.1. Varians for diskreta X Variansen méter den forvintade quadratiska
avvikelsen fran vintevardet:

V(X) = E (X = B(X))?) = 3 (k= B(X))? - px (k)

k

OBS! Det finns ett enklare sitt att berdkna variansen:
V(X) = E(X?) - (E(X))?
FExempel 8.1. Lat X beteckna antalet prickar vi far pa en tarning:

V(X) =15.17 — (3.5)* = 2.92
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Forelasning 4: 4.4

Idag (som i madags): Slumpvariabler: Vantevirde, varians

9 Begreppet slumpvariabel; stokastisk variabel

Innan nagot forsok vet vi inte vad X &r sa X &r ingen vanlig variabel, utan en stokastisk
variabel. Det enda vi kan berdkna &r sannolikheten for olika héndelser C ).

Men hur? Vi behover P(A) VA C Q, d.vs. funktion eller matt som beskriver slumpstruk-
turen. Det finns tva fall:

1) diskreta stokastiska variabler som bara kan anta ett dndligt (eller upprékneligt odnd-
ligt (t.ex. alla pos. heltal)) antal véirden, t.ex. X € {1,2,...,6} som for tdrningen.

Utfallet i samband med diskreta stokastiska variabler betecknas ofta med &
— i mandags: T.ex. X = antalet prickar pa en térning

2) kontinuerliga stokastiska variabler som antar ett odndligt (eller €j upprakneligt odnd-
ligt (t.ex. alla pos. heltal)) antal virden, t.ex. X € [0, 00) véntetid pa Lotteri vinst.

Utfallet i samband med kontinuerliga stokastiska variabler betecknas ofta med sma
bokstéver, t.ex. x

— IDAG: T.ex. X = véntetid pa bussen som gar var femte minut (alldrig for sent)
nar man gar till hallplatsen “pa vinst och forlust”

Definition 9.1. Rep: Sannolikhetsfunkion for diskreta X
px (k) =P(X = k) = P(X antar virdet k)

som uppfyller px (k) > 0 och >, px(k) = 1.

Definition 9.2. Ny: Tathetsfunktion for kontinuerlig X En funktion fy som upp-
fyller fx(x) >0 och [, fx(x)dr =1 for alla = € R kallas en téthetsfunktion.

OBS! P(X =x) = “L" =0 # fx(2).
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Definition 9.3. Fordelningsfunktion for s.v.

Fx(x)= P(X(k)<z) , VreR

kumulativ sannolikhet
disk.

= px (k)

k<x

k@JCﬁMMt

Exempel 9.1. Ny: Lat X beteckna véntetid pa bussen: Vi vet att f05 fx(x)dx = 1 och

darmed
L 0<z<5
— 5 ) [— —
Fx(2) { 0 , annars
och
0 ,2<0
Fx(x)=< £ ,0<2<5
1 , 5>z

10 Vantevarde for s.v.

Definition 10.1. Vantevarde for s.v.

E(X) > k- px(k)

koélt'/mfx(k)daz

Vi kan ténka pa vantevirdet som medelvéardet av n observationer da n — oo". Alternativt:

tyngdpunkten av férdelningen. Om fx (z) hade betecknat densitet av en kropp, hade E[X]
varit kroppens tyngdpunkt (i z-led).
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Sats 10.1. Rdkneregler for vantevarden Lat X och'Y wvara godtyckliga s.v. och a,b,c €
R godtyckliga konstanter. Da gdller

E(aX +bY +¢) = aE(X) +bE(Y) + ¢

och for en funktion g
E(9(X)) =" Y g(k)px (k)
k

@{4wmm@Mx

Sats 10.2. Vantevardet for ett medelvirde Lat X, ..., X, ha samma vintevirde i
(E(X;) = Vi) och beteckna medelvirdet med X = 23" | X;. D giller

1 « reg. 1 o 1
(X) ”;—1: "El() — =g
- -

11 Varians for s.v.

For att yttligare karaktarisera s.v.: T.ex. dessa hér har samma véntevirde p. Hur kan vi
beskriva skillnaden?

FExempel 11.1. Antag att att vi har tva bussar att véilja pa. Den ena gar hérifran var tionde
minut, men vi vet inte ndr. Lat tiden tills vi kan sitta pa den bussen vara X. Den andra
gar var femte minut, men vi vet inte nir och det tar 2.5 minuter att ga till hallplatsen.
Lat tiden tills vi kan sitta pa den andra pa bussen vara Y. Notera:

fx(x)=1/10 0<z<10
frly)=1/5 25<y<T5
E[X] = E[Y] =5, vad &r skillnaden?

Theorem and Definition 11.1. Varians fér s.v. Variansen mdter den férvintade
kvadratiska avvikelsen fran vintevdrdet:

V(X) = E (X - E(X))?) = E(X?) - (E(X))’
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Beuwis:
V(X) € E ((X —E(X))2>
- E <X2 — 2XE(X) + (E(X))Q)

9 E(X?) - 2E(X)E(X) + E(E(X))?)

konst.
9 E(X?) - 2(B(X))? + (E(X))?
= E(X?) - (E(X))?

FExempel 11.2. Lat X beteckna vantetid pa forsta bussen:

V(X) = 33.333 — (5)* = 8.33333

Sats 11.3. Rdkneregler for varianser Lat X och Y wvara oberoende s.v. och a,b,c € R
godtyckliga konstanter. Da galler

V(aX +bY +¢) = a*V(X) + bV (Y)
Bewis: Visa att
1) V(aX +b) =a*V(X) — dugga
2) VIX+Y) = V(X)+V(Y)
Exempel 11.4. Lat Y beteckna tid till andra bussen, och lat Z =Y — 2.5 (alltsa véntetiden

néar vi kommit till hallplatsen). Da galler: V(Y) = V(Z +2.5) = V(Z).
E(Z)=25

5
| 123 2
E(Zz):/ 22 Zdy = [-Z—] _ 20 8333
0
0

V(Z) =8.3333 — (2.5)* = 2.083
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Definition 11.1. Standardavvikelsen
D(X) =+/V(X) (standardisering)
OBS! Om s.v. X har enheten m, si har V(X) enheten m? och D(X) enheten m och
darmed “fysikalisk tolkning”. T.ex.: Lott
V(X) = 314kr* och D(X) = V314kr2 = 17.72kr

Sats 11.5. Varians och standardavvikelse for ett medelvarde Lat X, ..., X, vara
oberoende och ha samma standardavvikelse o (D(X;) = o Vi) och beteckna medelvirdet
med X = 5" | X;. Da giller

reg.

1 < 1 no o, 1
V(ZT(X):VCLT’ E;Xl :ﬁ;Var(Xz):ﬁo :5'0_

D(X) = %
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Forelasning 5: 4.5

Rep.: Kontinuerliga s.v.
e Fordelningsfkt.: Fy(z) =P(X <z) = [*_ fx(t) dt
——

o E(X) = [pafx(z)dx
o V(X) =E[(X - E[X])?] = E[X?] - (E[X])?

12 Nagra diskreta sannolikhetsfordelningar

Motiv: Hittills har vi mest antagit att alla utfall ar lika sannolika, som i tarningsexemplen.
Detta ar exempel likformiga férdelningar.

Definition 12.1. Likformig (diskret) fordelning En diskret s.v. X &r likformigt for-
delad, vilket skrivs som X ~ U(N) om

L 1<k<N
— N = =
px(k) { 0 , annars

Vart favoritexempel, antalet prickar en tiarning visar, ar en likformigt fordelad slumpvari-
abel. Det skulle ocksa slantsinglingarna kunna vara, men det finns dven ett annat satt att
betrakta dem pa. Antag att vi istéllet kallar de olika utfallen 0 och 1, alltsa till exempel 0
= "kronaoch 1 = "klave". Antag vidare att vi har ett (mdjligen) asymmetriskt mynt, s
att sannolikheten att fa krona ar p € [0, 1]. Da har vi foljande fordelning:

Definition 12.2. Bernoulli-férdelning En s.v. X &r Bernoulli-fordelad, vilket skrivs
som X ~ Bern(p) om

p , k=1
px(k)=<9 1—=p , k=0
0 , annars

Idag och pa torsdag ska vi se fyra andra fordelningar: Binomial, hypergeometriska, Poisson,
for forsta gangen.

Repetition: E[X]| =", kpx (k) Till exempel:

IN(N+1) N+1
N 2 2

X ~ Ber(p) = E[X]=1-p+0-(1-p)=p

X ~U(N)=E[X]=> k/N=
k=1
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V(X) = E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])?. Till exempel:

X ~U(N) = V(X) = v+ %N —b

X ~ Ber(p) = V(X) =p(1 —p)

FExempel 12.1. Uppgift 18 En fagel foder ungar. Antalet och sannolikheterna ges enligt
tabell:

k ]{72 px(k) Fx(k)
0 O 0.3 0.3
1 1 035 0.65
2 4 025 0.9
3 9 0.1 1

Berikna px(k), Fx(z), E[X], V(X) samt D(X). (Tabell, Ny tabell, 1.15, 2.25 — 1.15% =
0.9275, 0.9630).

Definition 12.3. Binomialkoefficient Antalet kombinationer (dvs utan hénsyn till ord-
ning) av k element ur n skrivs

n n! 1
= - 00O - P
nCi (k) Hn—k)! & &

permutationer
Konvention: 0! =1

Hur forstar vi dettal? Vi borjar med att kolla antalet sétt vi kan ordna saker. Antalet sétt
vi kan ordna n element pa ér n!. Men nu ska vi bara vélja k ur n, sa det férsta kan vi vélja
pa n satt, det andra pa (n — 1)... pa plats nummer k har (n — k + 1) kvar att vélja pa.
Antalet permutationer ar alltsd n(n —1)(n —2)...(n —k+1). Men detta &r precis (nf—'k),
Nu ville vi ha antalet kombinationer, sa ordningen pa de k element vi véljer ska inte spela
nagon roll. Men antalet sitt att ordna k objekt pa ér k!, sa antalet permutationer av k ur
n méaste vara k!-(antalet kombinationer)!

12.1 Hypergeometriska fordelningen

Antag att vi har en urna med totalt N kulor i, varav m = Np &r svarta (alltsa p = m/N).
Vi drar nu n kulor ur urnan och later X =antalet svarta kulor vi drar. Vad ar px (k)7 Lat
oss anta att vi drar n = 5 kulor ur féljande urna med N =9, m = 3 dvs p = 1/3.
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Notera att alla kulor har samma sannolikhet att bli dragna, sa vi kan anvinda klassiska
sannolikhetsdefinitionen, dvs

_ gynnsamma _ antal kombinationer med k svarta

px (k)

mojliga antal mojliga

Antal mojliga? (]X ) = (g) = 126. Gynnsamma? Téank att vi hade haft vita och svarta i

separata urnor. Vi hade da kunnat vilja

N
de svarta pa ( kp> = (i) satt, och
N(1 —
de vita pa (1=p) = 0 satt.
n—=k n—k

Restriktioner? Kan inte dra fler svarta an m (eller n saklart). Aven: Kan inte dra fler vita
dn N (1 — p), och antalet vita vi drar ar n — k.

Definition 12.4. Hypergeometrisk fordelning En diskret s.v. X &r hypergeometriskt
fordelad med parametrar N,n och p om

() (4)
oA=L 0<E< Npoch0<n—-k<N(1-
px(k) = & shsNpodUsn—k=N{I=p)

0 , annars

dér m = Np maste vara ett heltal. For X galler
N —n
N -1

E[X]=np och V(X)=mnp(1l-p)

Vad dr t ex att vi drar en svart kula i urn-exemplet ovan? N =9, n =5,p = 1/3 sa

px(1) = —G) G ~ 0.357

(&)
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Vi kan ocksé se E[X] = 55 = 1.67 och V(X) = 5323=2 ~ 0.556 = D(X) ~ 0.745
Nu: vad hidnder om det finns oéndligt manga kulor i urnan? Dvs vi later N — oo med

p=m/N fixt".

12.2 Binomialférdelningen

Antag att vi gor n oberoende Bernoulli-forsék med samma p, dvs varje forsok lyckas med
sannolikhet p och misslyckas med sannolikhet 1 — p. Ex: singla slant, skjuta pa mal, fa
barn...

Lat X € {0,1,2,...,n} = Q vara antalet lyckade forsok. Vad &r px(k)? Lat oss betrakta
fallet att alla forsok lyckas, alltsa P(X = n). Detta méaste vara p-p...-p = p". P4 samma
satt: P(X = 0) = (1 — p)”. Lat oss nu betrakta en wviss sekvens med k lyckade férsok och
n — k misslyckade (t ex de forsta k lyckas, resten misslyckas). Denna méste ha sannolikhet

p"(1 — p)™=*). Men det finns flera sddana sekvenser! Hur ménga...? Svar: (7).

Definition 12.5. Binomialférdelad s.v. En s.v. X &r binomialférdelad med parametrar
p € [0,1] och n € N, vilket skrivs X ~ Bin(n,p) om

n _
px (k) = (k)pk(l—p)" o k=0,1,...,n

Da géller
E[X] = np och
V(X) =np(1—p)
For att hérleda vantevirde och varians kan vi anvéinda foljande formulering: Lat Y7, Y5, ..., Y, ~

Bern(p) och X =3"" ,Y;. Da &r X ~ Bin(n,p).
E[X] =E[)_Y]"¥ Y E[Y] =np
i=1 i=1

V(X) = V[Z v, = Z VY] = np(1 - p)
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Forelasning 6: 4.5
Rep.: Diskreta fordelningar
1 Likformig, X ~ U(N):
px(k)=1/N, k=1,2,...,N

VX) = (N +1)(N —1)

12

2 Bernouolli: X ~ Ber(p)

3 Hypergeometriska fordelningen, X ~ Hyp(N,n,p)

Np\ (N(1-p)
pX(k):Lmk) 0<k<N(l-p och0<n—-k<N(l-p)

N )
n

N —n
N -1

V(X) = np(1 —p)

4 Binomialférdelningen, X ~ Bin(n,p)

V(X ) np(l —p)
Idag: tva till, “for forsta gangen” och Poisson.

12.3 For forsta gangen-fordelningen (geometriska fordelningen)

Antag att vi gor Bernoulli forsok, dvs varje forsok lyckas eller misslyckas. Men istéllet for
att rdkna antalet lyckade (som i binomial-fordelningen), sa fortsétter vi tills ett forsok
lyckas, och later X = “antal forsok tom forsta lyckade”. Da giller X ~ ffg(p).
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Definition 12.6. For forsta gangen-fordelningen. Lat X vara en diskret slumpvaria-
bel. Da ar X for forsta gangen-fordelad med parameter p, X ~ ffg(p), om

pX(k) = (1 _p)k?—lp’ k= 1a27 cee
Da géller:
E[X] =1/p, och V(X)=(1—-p)/p’

Notera: i boken sédger dom att geometriska fordelningen &r lite annorlunda (réknar antalet
misslyckanden innan lyckas). Jag haller inte med, tycker geometriska och ffg-fordelningarna
ar samma.

12.4 Poisson-férdelningen

Poisson-fordelningen beskriver diskreta héndelser i kontinuerlig tid (eller area,volym eller
liknande). Antag t ex att vi betraktar kunder som kommer till en butik under en timme,
och att det i genomsnitt kommer A kunder /h. En grov uppskattning skulle ges av att vi
for varje minut bara registrerar om det kommit nagon kund eller ej, och summerar dessa.
Da gor vi n = 60 oberoende forsok, med sannolikhet p innehaller en minut en kund. Sa
X = “antal kunder” bor vara ungeférligt ~ Bin(n,p), med np = X\. Men det kan definitvt
komma fler &n 1 kund under en minut, sa vi borde titta pa finare tidsuppdelning! Lat
oss ta sekunder istéllet. Sa n = 3600, och p nu betydligt lagre for vi behover fortfarande
np = A. Det kan saklart komma fler &n 1 kund pa en sekund ocksa... vad hédnder om vi
later n — oo? Alltsa, 1at X ~ Bin(n,p) och lat n — oo, samtidigt som vi haller np = A
konstant. Vad ar px(k)?

ot = (== (1) () (-2)

I D U ¢ B Vo) L
Tkl (n—k)nk (1= X/n)k
R D LR € R V7S LD LN

BRSO

{W‘_W ~nk ik =1, (1= An)F = 1, (1= A/n)" — exp(—)\)}

Detta ar Poisson-fordelningen!

Definition 12.7. Poisson-férdelningen En diskret s.v., X, ar Poisson-fordelad med
parameter A om
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vilket skriv som X ~ Poi(\). Da géller
E[X] =X, och V(X) = A

Exempel 12.2. Ett radioaktivt preparat sonderfaller med i genomsnitt 10 sonderfall per
sekund. Vad &r sannolikheten att det sker som mest 5 sonderfall under en sekund? (Poisson,
ty i diskret tid, inget beroende). Lat X = “antalet sonderfall”. Da géller X ~ Poi(10). Vi
soker

P(X < 5) = Fy(5) = Tabell sid 390 = 0.0671

Exempel 12.3. Kalle skjuter 20 basketstraffar. Han sdtter var och en med sannolikhet
p = 0.3. Vad &r sannolikheten att han satter minst halften?

Lat X = antalet straffar Kalle sdtter"= X ~ Bin(20,0.3). Soks P(X > 10) =1 -P(X <
10)=1-P(X<9) =1— Fx(9)
——

fordelningsfkt.

9

Fx(9) =) px(k) =) (2ko) 0.3%0.7(0-k)

9
k=0 k=0

INTE sugen pa att rdkna summan. Men tabell pa sid. 381-386 séger: F'x(9) = 0.952, dvs
P(X > 10) =1 —0.952 = 0.048. Notera &ven

E[X]=np=6
V(X)=np(l—p) =42

Exempel 12.4. T en klass finns 32 elever varav 4 dr duktiga simmare. En grupp av 8 elever
valjs slumpmaéssigt for en simtéavling. Vad ar sannolikheten att det finns 2 duktiga simmare
i gruppen?

Lat X = antal duktiga simmare i gruppen", da géller X ~ Hyp(32,8,1/8). Soker P(X =

2).
Npy (N(1— 4y (324
P(X —9) — (2 ~ (3 é—zp))_(2)(8—2)_6'376740_0215
W= == ™ (%) " 10518300
n 8
Hur ménga duktiga simmare kan man forvinta sig i gruppen? E[X] =np =83 = 1.
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Vi kanske vill veta nat mer?

P(X <2) = => px(k) =0)+PX =1)+P(X =2) =

0.295 + 0.450 + 0.215 = 0.96
P(X >2) =) px(k) X =2)+P(X =3)+P(X =4)

1 —P(X <2)=1-P(X<1)=1—Fy(l)=1—
PI<X<3)=PX=1)+PX=2)=P(X <2)-P(X <0) =
Fx(2) — Fx(0) = 0.96 — 0.295 = 0.665

(0.295 + .45) = 0.255
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Forelasning 7: 4.6

Rep.: Diskreta s.v.
1) Likformig, X ~ U(N): Alla utfall lika sannolika (tdrningskast, kort ur lek, etc).

2) Bernoulli, X ~ Ber(p): Ett forsok, lyckas med sannolikhet p, misslyckas med san-
nolikehet 1 — p (asymmetrisk slant, ett basketskott, vad som helst som lyckas/miss-
lyckas).

3) Hypergeometrisk, X ~ Hyp(N,n,p): Drar n objekt ur N varav en andel p = m/N
har en viss egenskap utan aterlaggning. Rdknar antalet “svarta kulor” (Kulor ur urnor,
lotto, antal duktiga simmare, etc).

4) Binomial, X ~ Bin(n,p): Gor n oberoende forsok som lyckas med sannolikhet p och
misslyckas med sannolikhet 1 — p. Réknar antal lyckade forsck (flera slantsinglingar,
basketskott, etc.)

5) Poisson, X ~ Poi()\): Diskreta hindelser i tid, med givet genomsnitt, A, per tids-
enhet. Rédknar antal handelser (kdrnsonderfall, kunder till butik, etc).

6) For forsta gangen, X ~ ffg(p): Gor Bernoulli-férsok, raknar antal forsok tom
forsta lyckade (singlingar till forsta “krona”, antal forsok till forsta basketskottet
sitter, etc).

Idag:

13 Nagra kontinuerliga fordelningar

13.1 Likformig fordelning

Kom ihag bussexemplet, vi gar pa vinst och forlust till hallplatsen for att ta en buss som
gar var tionde minut och later X = “véntetid till bussen”.
Vi hade da att

fx(x):{ 1/10 , 0<z <10

0 , annars
samt
0 , <0
Fx(z)=<} z/10 , 0<z <10
1 , x> 10
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Hur stor ar sannolikheten att vi far vénta mer &n 7 min?
PX>7T=P7T<X<10)=P7T< X <10) = /710 fx(x)dx = Fx(10) — Fx(7) = 0.3
Tolkning av tatheten:
fx(@)Ax ~ Fx(x + Az) — Fx(z) =P(x < X <z + Ax)

Nu: Generaliserad.

Definition 13.1. Likformig (kontinuerlig) férdelning En kontinuerlig s.v., X, ar lik-
formigt fordelad pa intervallet [a, b], vilket skrivs som X ~ U([a,b]), om den har téthet

fx(rc)z{ 1/(b—a) , a<z<b

0 , annars
Da géller
b I b»—a®>  a+b
E X - = — — —
[ X] /a zfx(z)dx b—a/a xdx 50— a) 5
b—a)? ..
V(X) = % LAXA

13.2 Exponential-férdelningen

Anvénds for att beskrivs livslangder (hos maskiner etc), kétider, osv.
Sammanfattat: tid det tar tills nagot, vars sannolikhet att intréaffa i ett visst intervall bara
beror pa langden pa intervallet, sker.

Ezempel 13.1. Lat Y ~ Poi(\) vara antalet sonderfall under en sekund, dvs py (k) = }\C—TG*A.
Lat vidare X, Xs, ... vara vintetiderna mellan sénderfall.
1
I ® ® ; >
‘ t
X, Xy X,
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Vi kan fundera pa sannolikheten att X; < 1.

PX;<)=1-PX;>1)=1-PY =0)=1—¢"

Med samma metod kan man visa att

d
P(X <z)=Fx(z)=1—e = fx(z) = %Fx(l’) = Xe ™, Yo >0

Detta ar exponentialférdelningen!

Definition 13.2. Exponentialférdelningen En kontinuerlig s.v., X, dr exponential-

fordelad med parameter 5 om

Y

lo—% > ()
— 66 ) X -
fx(@) { 0 annars
Da giller

13.3 Normalférdelningen
Definition 13.3. Normalfordelningen En kontinuerlig s.v., X, d&r normalférdelad med
parametrar p och o, vilket skrivs X ~ N (p,0), om

(v — p)?

fX(x) - Wexp <_ 202 )

Da géller:
E[X] = u, och V(X) = o?

Om X ~ N(0,1) skrivs fx(z) = p(z) och
Fe@) = [ ol = o()

—00

Tabellen pa sid 391 ger ®(x), alltsa fordelningsfunktione for en N(0, 1)-fordelad s.v. MEN

om X ~ N(0,1) s& giller

X _

Z=="1_N(0,1)
o

(Steg 1: centrera, steg 2: skala. Rita bilder)
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Dérfor kan Fy(x) uttryckas med ®, oavsett parametrar:

Fx(x)zlP’(Xg@:p(X‘“Sf’f—M) :P<Z§$—u> :@<x_u)

o o o o

LAXA: Visa att E[Z] = 0 och V(Z) = 1, déir Z = =% och X ~ N(0,1).

FExempel 13.2. Pelle och Palle gar upp och ner i vikt lite slumpméssigt. Pelles vikt, X ar
N (72,1)-fordelad och Palles vikt, Y, ar N (73, 1)-fordelad. Vad &r sannolikheten att Pelle
vager mer dn Palle (vid en slumpméssigt vald tidpunkt)?
Soker P(X >Y), ddr X ~ N (72,1) och Y ~ N(73,1). Notera: P(X >Y) =P(X-Y > 0),
sa lat oss sitta W = X — Y och fundera 6ver den.

E[W] =E[X - Y] “£" E[X] —E[Y] =72 - 73 = —1

VW) = V(X =Y) "= V(X)) + V(Y) =12+ 12 =2

Sa giller W ~ N(—1,v/2)?

Sats 13.3. Linjdrkombination av N -férdelade s.v. Lit X1 ~ N (p1,01), ... XoN (fin, 0)
vara oberoende och ay, ..., a,,b € R konstanter. Da galler

Y = ZaiXi“‘bNN(PJYaO_Y)
i=1

ddr

n n
_ 2 _ 2 2
Wty = g aipu; + b, och oy = g a;o;
i—1 i=1

Tillbaka till exemplet: Vi har allts&, som vi hoppades, att W ~ N (—1, \/(2)) Sa

P(W>0)_P(W_”W>O_“W) :IP(Z>1/\/§):1—IP’(Z§1/\/§>

ow ow

—1-0 (1/\/5) —1-®(707) "2 1~ 0.7611 = 0.2389

Sats 13.4. Centrala grdinsvdrdessatsen Ladt X, ..., X, vara oberoende, likafordelade
s.v. med vintevarde p och standardavvikelse o. Da gdller

p <Z+ﬁ—7w < x) _p (f/;g < x> "0 P(z)

dvs X "R N (i, 0/+/n) och nX “"K°° N (np, /no)
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13.4 Nagra approximationer

np(l - p) F=F > 10

Figur 1: Nagra mojliga approximationer.
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Forelasning 8: 4.7

Rep.: Kontinuerliga s.v.
e Kont. likformigférdelningen: X ~ U([a, b])
e Exponentialférdelningen: X ~ Exp())

e Normalférdelningen: X ~ N(u, o)
- Standardnormalférdelningen: X ~ N(0,1); Fx(z) = ®(x):
X —p

X ~N(p,0)=Z = ~ N(0,1)
o

- Linjarkombinationer av oberoende normalfordelade s.v.:
X~ N(/Li,ai), a,beR, 1=1,...,n, Y = Z?:laiX,-—l—b,

i=1

Idag: Tva-dimensionella fordelningar
- Simultan och marginella: slh. fkt. (diskret) och tathetsfkt. (kont.)
- Oberoende s.v.

- Korrelation: kovarians och korrelationskoefficient

14 Diskreta tva-dim. s.v.

Kom ihag exemplet fran Forel. 2 dar vi kastar tva tarningar. Nu: Istéllet for att betrakta
Z = X 4+ Y antal prickar pa bada tarningar, betraktar vi (X,Y) som &r en tva-dim. s.v..

Exempel 14.1. Vi kastar tva tarningar igen, men betraktar nu

X:0—1{0,1,2} och Y:Q—{0,1,2}.

antal sexor antal ettor

Da géller for sannolikheterna P(X = jNY = k) och de “individuella” sannolikheterna
P(X = j) och P(Y = k) och X och Y:
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pxy (4, k) =P(X =jNY =k) k px(j) =P(X =)
0o 1 2
0 1% % 5
y 1 % 3 O 5
2 = 0 0 =
py(k) =P(Y = k) % 3 3% 1

Hérmed kan vi ockséa rdkna ut sannolikheten for summan Z = X +Y (Z € {0,1,2,3,4}
inte samma s.v. som i Forel. 2!), t.ex.:

8 8 16
PX+Y =1)=PX=1NY =0 +P(X =0NY =1) = — 4+ > = >
X+ ) =P Ny =0+PX=0n ) =36%36 36

och pa samma séatt

4
P(X+Y =2)=—, os.v.

1
36’
eller /7 =X.Y

2 16+2.-84+2-1
P(X-Yzl):P(leﬂYzl):%, P(X'Y =4)=0,P(XY=0)= + +

36

0.8.V..

Mer formellt:
Definition 14.1. Diskreta tva-dim s.v.

e Simultan sannolikhetsfunktion:

34

:%7

pxy (i k) =P(X = jnY =k) =P(X =j,Y = k) >0, sadan att Y > pxy(j. k) = L.

ik
e Marginella sannolikhetsfunktion:

ZPXY J k ZPXY Jk

e Sannolikhet for hindelse A, t.ex. A={X =1NY = O}:

Z pxv(d, k

(j,k)eA

e Tva-dim. fordelningsfunktion:

Fxy(z,y)=P(X <zNnY <y) :ZZpXY(j,I{:) <1

Jj<z k<y
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15 Kontinuerliga tva-dim. s.v.

Definition 15.1. Kont. tva-dim s.v.

e Simultan tathetsfunktion:
fxy(z,y) >0 V(z,y) € R® dir //fXY(Iay)dyd$ =1
R JR
e Marginella tathetsfunktioner:
@) = [ frrte)d, frw) = [ fevteg)ds

R R

e Sannolikhet for hdndelse A, t.ex. A ={X <1NnY > 0}:
PA) = [ farlepdiey)
(z,y)€A

e Tva-dim. férdelningsfunktion:

FXY($,y) = /_x /_y fxy(S,t)dtdS

FExempel 15.1. Givet den simultana tathetsfunktien

dry , 0<z,y<1

Fxv(z,y) = { 0 , annars (15.1)

a) Vad ér de marginella tiatheterna?

1
2

1

fx(z) = / fxy(z,y)dy :/ dry dy = [4:6%] =2x Vz €[0,1], 0 annars

R 0

0
och pa samma satt
1

fy(y) = / dry de =2y Yy € [0,1], 0 annars

0

b) Vad &r sannolikhten att X &r mindre dn 2Y (d.v.s. P(X < 2Y) =?Ténk P(A), men
vad &r A?)7

Vi vet att 0 < z,y < 1 och betraktar 0 < x < 2y. Notera: = < 2y < y > x/2.

For alla punkter (z,y) med y > x/2 haller det. Fér y € [0,1/2] har vi z € [0, 2y]
med 0<2-1/2<1.
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Dérmed far vi A = {(z,y) € [0,1]* : y > x/2} och:

OBS! Ingen uppgift som den héar pa tentan!

X <2y

X>2y

16 Oberoende stokastiska variabler

Kom ihag oberoende hiandelser: P(AN B) = P(A)P(B).

Nu: X, Y oberoende om alla héndelser definierade genom X respektive Y oberoende, dvs
P{X € A}n{Y € B}) = P{X € A})P({Y € B}),VA, B C R. Det visar sig att det
ricker med att alla hiandelser av formen {X < z} och {Y <y} &r oberoende, vilket ger

PUX <o) n{Y <u}) = PUX <ahPAY <9)) Yoy eR

Fxy (z,y) Fx(x) Fy (y)

Alltsd: X,Y oberoende om Fyy(z,y) = Fx(z)Fy(y), V(z,y) € R% Alternativt kan man
ta:
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o diskret: pxy(j, k) = px(j)py(k) Vi, k

e kontinuerlig:  fxy (7,y) = fx (@) fy(y) Vay

Exempel 16.1. Givit den simultana téthetstkten in (15.1)
fxv(z,y) =4oy =20 -2y = fx(2)fy(Y) for0<uz,y<1
(och fxy(z,y) =0= fx(x)fy(Y) annars) = X,Y oberoende.

FExempel 16.2. Vi kastar tva tarningar och betraktar
X:0-—1{0,1,2} och Y:Q—{0,1,2}.

antal sexor antal ettor

Ta t.ex.

pxr(1,0) = P(X = 10Y = 0) = = # 222 = B(X = DP(Y = 0) = px (L (0

= X, Y ej oberoende.

17 Korrelation: kovarians och korrelationskoefficient

... matt pa (linjart) beroende mellan tva s.v.
Definition 17.1. Kovarians
C(X,Y) = Cov(X,Y) =E (X — E(X)(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

OBS! X,Y oberoende = E(XY) =E(X)E(Y) = C(X,Y) =0 = X,Y okorrelreade.
MEN C(X,Y) =0 =~ X,Y oberoende: det kan finnas en ej linjart beroende!

Sats 17.1. Rdkneregler for varianser (mer generellt) Lit X och'Y wvara godtyckliga
s.v. och a,b,c € R godtyckliga konstanter. Da galler

V(aX +bY +¢) = a®V(X) + b*V(Y) + 2abC(X,Y)

Definition 17.2. Korrelationskoefficient
C(X,Y)

AN = pp)

ar en skalad variant, sa att —1 < p < 1. p =0 om X, Y okorrelerade.

NOTERA: Korrelationen dr bara ett matt pa linjdrt beroende. Nedan foljer exempel pa
korrelerade och okorrelerade slumpvariabler.
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Figur 2: Exempel pa korrelerade slumpvariabler.

Korrelation = 0 Korrelation = 0 Korrelation = 0

-10 -5 0 5 10 3 -2 -1 0 1 2 3 -1.0 -05 0.0 05 10

Figur 3: Exempel pa okorrelerade, men tydligt beroende, slumpvariabler.
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Forelasning 9: 2.3,5.1

18 Deskriptiv statistik

Har olika metoder for att sammanfatta och beskriva data, huvudsakligen tva

e Diagram (Histogram, boxplot, cirkeldiagram, osv.)

e Numeriska sammanfattningar (Medelvéirde, stickprovsvarians, korrelation, osv.)
[genom allt detta kommer vi anta att vi har en parad dataméngd, (z;,v;), i = 1,...,n.

Ténker pa det som en mindre méngd av en (mdjligen oéndlig) population.

18.1 Numeriska metoder

Medelvirdet ar den vanligaste beskrivande statistikan for en data méangd:

n

B 1

x:_E Ty,
nl

Kan anviandas som en skattning av viantevérdet.

Stickprovsvariansen ar ett matt pa spridningen i datan, och dven en skattning av vari-

ansen:
n

1 1 -
2 _ N2 2 -2
8= g (x; — ) =7 E_lxi nx

=1

Korrelationskoefficienten ar ett matt pa beroendet mellan tva variabler, och en skatt-
ning av korrelationen i populationen. Denna betecknas r,, = p(x,y) och ges av

252
/5285
n

1 _ _ 1 - B
Soy = D (w—2)(y—7) = > @iy —nzy
=1

n—14 n—1
=1

18.2 Diagram

Stolpdiagram eller histogram anvénds for att att illustrera férdelningen av data. Data
delas upp i intervall, och andelen/antalet inom varje intervall utgér hojden pa en stapel:
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Histogram

Box plot/ladagram illustrerar fordelningen pa ett mer sammanfattande vis. En “lada”
ritas mellan forsta och tredje kvartilerna, med ett vertikalt streck vid medianden. (Forsta
kvartilen har 1/4 av datan till vénster, 3/4 till hoger, andra 50-50 och tredje kvartilen har
3/4 till vinster och 1/4 till hoger).

xmin Q1 M Q3 Xmax

Ger en samlad bild av tyngdpunkt och spridning av data och anvénds ofta for att jamfora
dataméangder.

18.3 Linjar regression

Antag att vi har tva variabler, z och y, som vi misstdnker har ett linjart samband (dvs de
ar korrelerade). Ett sitt att uttrycka detta matematiskt ar att vi antar

y=a+br+e

dér € &r brus (dvs nagon slumpvariabel med véntevirde 0). Hur kan vi skatta a och b7
Man kan visa att minsta kvadrat-metoden ger foljande losningar:
a=7—bt ochb=—",

Sk
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Detta ger ett sétt att forutsidga ett y-varde for en ny observation med x = x*, genom

Yy =a+ bx*.

170 175 180
I I I
-

langa

165
I

160
I

.
35 36 37 38 39 40 41
skostorlek
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Forelasning 10: Repetition

19 Repetition sannolikhetsdelen

oc
? ?
(a) Sannolikhetslara. (b) Statistik.
Figur 4: De tva delarna i kursen.
Population Stickprov (skattare)
Fx(x) Fordelningsfunktion
px(k), fx(z) | Tathets/sannolikhets-funktion Histogram
E[X] Viéntevirde T Medelvérde
VI[X] Varians s Stickprovsvarians
C(X,Y) Kovarians 52y
p(X,Y) Korrelation Tay Korrelationskoefficient

Utfall, utfallsrum, hindelser. Vi gor ett forsok, och vet att vi kommer observera nagot
mojligt uifall (t ex antal prickar, en viss brada). Mangden av alla utfall kallas utfallsrum,

betecknas 2 ( = {1,...,6}, Q = {brada, ..

.,briday}. En delméngd av utfallsrummet

kallas hdndelse, A (A = {1,3,5} eller A = “bridan ar langre &n 4 meter”).

19.1 Sannolikhet

a) Klassisk: Om alla utfall har samma sannolikhet géller

P(A) =

antal utfalli A gynnsamma  [{3,4,5,6}| 4

antal mojliga utfall

mojliga
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b) Kolmogorov:

Réakneregler:

Oberoende A och B oberoende om P(AN B) = P(A)P(B).
OBS: Oberoende # disjunktal

19.2 Betingad sannolikhet

Definition 19.1. Betingad sannolikhet: P(A givet B) = P(A|B) = P%ﬁ?;?. Ger é&ven:
P(AN B) =P(A|B)P(B).

Sats 19.1. Lagen om total sannolikhet: By, ..., B, disjunkta och BiUB,...UB, = =
P(A) =P(ANBy) +...P(ANB,) = >  P(A|B;)P(B;)

Notera: By och By = B uppfyller villkoren (med n = 2).

Sats 19.2. Bayes sats "Vinda pa betingningen”

CP(B.nA)  PABJE(B) 1rs  P(AIB)E(B,)
FBIA= "5 =7 By S, PlAB)B(B)
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19.3 Slumpvariabler
X :Q— Rmedwe Qoch X(w) €R.

Diskreta (antal bradbitar)

Kontinuerliga (briadlangd)

Sannolikhetsfunktion:
px(k) =P(X = k),
dér px (k) > 0och >, px(k) =1

Tathetsfunktion
fX (.’,U) ~ P(Xgl'—O—AAng—P(XSx) :

fx(z) >0 och [} fx(z)dr =1

Fordelningsfunktion

Fx(x)=P(X <z)=

Zkgx px (k)

[ fx(t)dt

Viantevirde
E[X] =
> kpx (k)

Jafx(x)dx

Varians
V(X) =E[(X - E[X])?]

E[X?] — (E[X])?

Standardavvikelse

D(X) = /V(X)
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19.4 Nagra diskreta fordelningar
19.4.1 Hypergeometrisk

X ~ Hyp(N,n,p), X =“antalet svarta kulor nér vi drar n ur totalt N dar m = Np é&r
svarta”.

(Np) (N(l—P))
pX(k)—”Tr)b_k, 0<k<Np, 0<n—Fk<N(1-p)
E[X] =np
N —n

V(X) =mp(1 = p)3r—

19.4.2 Binomial

X ~ Bin(n,p), X =“antalet lyckade av n oberoende forsok, dér varje lyckas med sanno-
likhet p”.

19.4.3 Poisson

X ~ Poi()), X = “antal hdndelser inom ett visst tidsintervall”. Notera om X ~ Poi(\) &r
antalet hiandelser per tidsenhet sa &r antalet hdndelser per ¢ tidsenheter Poi(At)-fordelat.

Ak
px(k) = EG_)\’ kE=0,1,...
E[X] = A
V(X)=A
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19.5 Nagra kontinuerliga fordelningar
19.5.1 Likformig

X ~ U([a,b)).
(o) = 2w € o,
E[X] = b—|2—a
vix) = 12“)2

19.5.2 Exponential

X ~exp(f), X = “tid mellan héndelser i en Poisson-process” (med 8 = 1/)).

fx(x)=pe P x>0
E[X] =75
V(X) =5
19.5.3 Normal
X ~N(p,0).
1
EX]=pu
V(X) =o?

20 Normalfordelningens egenskaper

Sats 20.1 (Linjédrkombination av normalférdelade s.v). Lat Xi,..., X, wvara oberoen-

de normalfordelade med vintevdrden p, ..., iy, och standardavvikelser oy, .

ai,...,a,,b € R. Da gdller

Y = ZaiXi+bNN(MYJUY)7

dir piy =Y, aiji; + b och o3 =Y, aZo?.

Notera: detta medfér att om X ~ N (p, o) sa giller £ =: Z ~ N(0, 1).
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Sats 20.2. Centrala grdinsvdrdessatsen Lit X4, ..., X, vara oberoende, likafordelade
s.v. med vintevdrde i och standardavvikelse o. Da gdller

ToX; — X - n—go
P<M<x):ﬁ’< ﬂgx) = ()

ovn T o/vn

dvs X PR N (0 //n) och nX K N(npu, \/no)

21 Tvadimensionella slumpvariabler

21.1 Diskreta
Definition 21.1. Diskreta tva-dim s.v.

e Simultan sannolikhetsfunktion:

pxy(j, k) =P(X = jnY =k) =P(X =4, Y = k) > 0, sadan att Y > pxy(j.k) = 1.

7 k

e Marginella sannolikhetsfunktion:

px(7) =Y pxv (i k), py(k) = pry(j’ k)

e Sannolikhet for héndelse A, t.ex. A={X =1NY =0}:

P(A) = Y pxv(ik)
(

j,k)EA

e Tva-dim. fordelningsfunktion:

Fxy(z,y)=P(X <znY <y) :ZZPXY(j,k) <1

J<z k<y

21.2 Kontinuerliga
Definition 21.2. Kont. tva-dim s.v.

e Simultan tathetsfunktion:

frrlw) 20 Vo) €B dir [ [ foeg)dds =1
R JR
e Marginella tathetsfunktioner:

fx(x) :/RfXY(l"ay)dy, fY(y):/RfXY(fl%y)di’f
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e Sannolikhet for hdndelse A, t.ex. A ={X <1NY > 0}:
P = [ foeydie)
(z,y)€A
e Tva-dim. fordelningsfunktion:

Fore = [ [ fots.ids

21.3 Oberoende stokastiska variabler
X,Y oberoende om Fyy(z,y) = Fx(z)Fy(y), ¥(z,y) € R? Alternativt kan man ta:
o diskret: pxy (7, k) = px(j)py (k) Vi, k

e kontinuerlig:  fy (7.y) = fx (@) fy(y) Va.y

21.4 Korrelation: kovarians och korrelationskoefficient

Notera: E[XY] = >7. > jkpxy(j, k) och E[XY] = [ [wyfxy(z,y)dzdy i kontinuerliga
fallet.

Definition 21.3. Kovarians
CX,)Y)=Cov(X,Y)=E ((X —E(X)(Y — E(Y))) =E(XY)-EX)E(Y)

OBS! XY oberoende = E(XY) =E(X)E(Y) = C(X,Y) =0= X,Y okorrelreade.
MEN C(X,Y) =0 =4 X,Y oberoende: det kan finnas en €j linjirt beroende!

Definition 21.4. Korrelation

C(X,Y)

A= by

ar en skalad variant, sa att —1 < p < 1. p =0 om X,Y okorrelerade.
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Forelasning 11: 4.6, 4.8, 5.3
Repetition: Kovarians och korrelation

Kovarians:

CX,Y) =E[(X - E[X]))(Y - E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y]
X,Y oberoende = C(X,Y) = 0 (okorrelerade), omvéndningen géller ej!

Korrelation: CX.Y)
MXY%?MX)@UGFL”
Regressionslinje: y = ax + b Skattare
a=y— bt

Ezempel 21.1. Korrelation: 1at (X,Y) vara en tvadimensionell slumpvariabel med téthets-
funktion
)2, 0fy<x<1
Jxv(.y) = { 0, annars

Berikna p(X,Y). Behover E[X],E[Y],E[XY],V(X),V(Y).

//foyxydxdy—2/ /dydx—Z/ dezg
/Qda;—
/

ydydx =

=
|

N

\

vilket ger V(X) = V(Y) = 15 och Cov(X,Y) = 1 — 2 = 5. Slutligen
Cov(X,Y 1/36 1
o, y) = S Y) L% 1
DX)DY)  1/18 2
Tolkning...”
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22 Inledning till statistik

Vad ar data, stickprov och statistik?
e Data dr en samling fakta/métningar ur vilken man kan erhalla information.

e En observation &r en punkt i en data méngd.

Ett stickprov &r en méangd observationer fran en population.

Antalet observationer i ett stickprov kallas stickprovsstorlek.

Statistik ar
— vetenskapen om att
* samla in data
* beskriva data (histogram, box plot, osv.)
* tolka data — inferens (prognos, hypotesprévning, osv)

— Sammanfattning av data/stickprov (t ex medelvirde, osv)

22.1 Punkskattningar
22.1.1 Vantevarde

22.1.2 Andelar
Antag X ~ Bin(n,p) — E[X]| = np.

. nji #ettor
p = — = pr— ILL
n n
22.1.3 Varians
J— 1 - ;
.2 2 N2 2 2
=5 n_lg(xz— ) =7 ;xl—nw . (LAXA)
eller .
"2

Page 47 of 64



LIMA30, LGMA30

22.1.4 Kovariansen

C(X,Y) =53, = Z(l"z —Z)(yi — ¥)

22.2 Egenskaper for skattare
Varfor delar vi med n — 1 och inte med n? Vad &r en bra skattare? Man vill att E[(7 — 7)?]
ska vara litet, alltsa genomsnittliga kvadratiska felet. Det visar sig att detta kan delas upp

i tva delar, som ger foljande onskvirda egenskaper:

a) Vintevirdesriktig: E[ji] = p, E[p] = p, E[6?] = 02, osv.

b) Effektiv: V(1) liten.

Ezempel 22.1. Skillnaden mellan s* och s2. Antag E[X] = p och V(X) = o2. Notera

o E[X?] = V(X) + (E[X])?
° E[X] =L
° V(X) =2

n

Bl =E | = > (X~ X)) = | SN - nEIX?] | =

n—1
i=1 i=1

1 —1)o?
= 1 (n02 + an — 0% — n,uQ) = —(n )o = 02,
n —

alltsi dr s? vintevirdesriktig. Men

E[SQ] _ n—1

*

E[s?] = o? # o,
n n

alltsa ér s? ej vintevirdesriktig.
A andra sidan:

s& s2 effektivare dn s2.
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22.3 Intervallskattningar

Hittills har vi inte sagt nat om osékerheten i skattningarna. Finns det nagot alternativ?
Kan vi t ex ge ett intervall [A, B] sadant att P(u € [A, B]) = 0.957 Notera: p &r okdnt
men inte slumpmdssigt. Det som ar slumpmaéssigt maste vara intervallgranserna, eftersom
dessa maste baseras pa stickprovet.

Ett sitt att formulera fragan ovan ar om vi kan ge ett € sadant att
Plp—pl<e) =095 P(—e<p—p<e)eP(i—e<p<fite)
Varifran far vi e? CGS! Vet att 1 = X "R N(p,0/v/n) = ji—p "R N(0,0/+/n). Mer

om detta nésta forelésning.

22.4 Nagra approximationer (revisited)

Sagt tidigare:

a’ Toxr N_
X ~Hyp(N,n,p) = X & N(m \/np(l—p) n) :

N —1
N —
om np(l—p)N_Tll > 10
X ~Poi(\) = X PE N </\, ﬁ)

om A > 15

X ~Bin(n,p) = X K" N (np, vip(l = p))

om np(l —p) > 10

Varfor? Lat oss titta pa binomial-fallet. Lat X ~ Bin(n,p), sa att E[X]| = np och V(X) =
np(1 — p). Da kan vi skriva

X = ZY’“ dar Y; ~ Bern(p),

i=1

och alla Y; oberoende. Da géller E[Y;] = p, V(Y;) = p(1 — p). Vi soker

P VnD(Yi)
E[X]
Y, —
=P i o< < ®(z) for stort n.
np(1 —p)
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Alltsa, X PR N (np, \/np(1 — p)) for “stora” n, vilket beror pa p.
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Forelasning 12: 5.3

Repetition: Skattare

e En bra skattare ar vantevirdesriktig (t ex E[Z] = u) och effektiv (liten varians).

e Med Centrala Gransvardessatsen far vi

X ~ Bin(n,p) K= L Y (np, np(1 — p))

np(1— )N:n>10 approx N -
X ~ Hyp(N,n,p) 277 x /\/(np,\/np(l—p) n)

X ~ Poi(A) "2 X TR N(A,VA)

Idag:

23 Konfidensintervall for vantevardet, p

Kommer samla in ett stickprov, Xi,..., X, sadant att E[X;] =, i=1,...,n. Kan vi
mha X7, ..., X,, konstruera ett intervall, [A, B] (dar alltsd A och B beror pa stickprovet)
sadanat att P(u € [A, B]) = 0.957 Eller mer generellt, sddant att

P(u € [A,B]) =1—a?

Ja, det kan vi, och detta &r vad som kallas ett konfidensintervall (KI) med konfidensgra-
d/niva (1 — «) - 100%. Vi ska nu hérleda ett sadant intervall.

Vi vill typiskt att intervallet ska vara symmetriskt, sa vi kan da skriva det som att
n—fpl<eew —e<p-—p<esp-—ec<pu<jite,

sa A= ji—eoch B=ji+e Vad &r €? Vi anvinder i1 = X, s& om X; ~ N(u,o0) eller

n stort, sa galler (&tminstone ungefarligt) X ~ N (u, 0/+/n) och alltsd fi—pu ~ N(0,0/y/n).

Ny notation: Lat A\, = ®71(1 — a), dvs det tal sddant att for Z ~ N(0,1) si giller
P(Z > \.) = . (BILD). Dé har vi att

A~

p—
Pl X< < Ao =l—-a<s
< SN :

~ o R g
P(ﬂ—)\a/2%§ll§ﬂ+)\a/2%) =1l-«
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Sal Ett 100 - (1 — o)% KI for p ges av

]u,a kint —

o
T * /\a/2%]

Tolkning: Ett intervall som konstrueras enligt formeln ovan tacker det sanna virdet pa p
med sannolikhet 1 — a. Typiskt a = 0.05.

Trubbel? Vi kiinner inte o :( Vad gor vi da?

Vi skattar 02 med s? och anvinder den s k. t-fordelningen. Bakgrunden till detta #r att man
kan visa att med X7,..., X, ett stickprov fran fordelning med E[X] = p och V(X) = o2
sa galler att -
T —p
s/\/n -
dvs istéllet for standard normal-férdelningen far vi en T-férdelning med n—1 frihetsgrader.
T-fordelningarna ér véldigt lika A(0,1), men med “tyngre svansar”. Ju storre frihetsgrad,
desto mer lik A/(0, 1). Heuristisk tolkning: eftersom vi ar oséikra pé skattningen av o méste
vi 0ka bredden pa KI.
Sal Ett 100 - (1 — «)% KI for g med o oként ges av

Tnfla

NG

Ip,a okdnt —

24 Hypotesprovning med konfidensintervall

Skiss 6ver idén till hypotestest: Vi vill testa om en parameter, t ex u ar storre/mindre eller
inte lika med nat visst virde. Kalla detta vérde pp. Vi kommer sedan gora observationer
och fraga oss “hur starkt talar dessa data emot att pu = po”. Vi kan INTE prata om
“sannolikheten att u = po”, for vi har antagit att p dr en konstant, men for oss okénd.
Déremot kan vi fraga oss “hur sannolikt var vart utfall om pu = py?”.

FExempel 24.1. Vi spelar tarning! Vi misstanker pa forhand att nan har mixtrat med en
av tarningarna, sa att den tenderar att sla sexor oftare &n en réttvis tdrning. For att
undersoka detta slar vi tarningen 10 ganger, och noterar att vi slar 6 hela 8 ganger. Skulle
vi tro att p = P(X =6) = 1/67

Antag att p verkligen &r 1/6. Hur ovanligt dr varat utfall?Y =“Antalet ganger vi slar 6”
~ Bin(10,p), och under nollhypotesen ar p = 1/6. Sa vad ska vi titta pa? P(Y > 8) ~
2 - 107°. S& antingen #r tdrningen inte rittvis, eller sd har vi observerat nigot vildigt
ovanligt. Hur ovanligt ska det vara for att vi ska vélja att inte tro pa nollhypotesen? Detta
véljer man INNAN testet, och den nivan kallas signifikansnivan. Typiskt dr denna 1,5 eller
10 % och betecknas a.
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Formellt staller man upp hypoteserna man vill testa:

Nollhypotes Hy : = o
Alternativ hypotes Hyp # o

Om vi observerar nagot som talar sa starkt for H; att sannolikheten att for det om Hj de
facto ar sann ar mindre &n « sa forkastar vi Hy, dvs anser oss ha bevisat att H; stammer.
Det visar sig att om vi forkastar H, precis nir KI inte técker p, sa &r ovanstaende uppfyllt.
Dvs med hypoteserna som ovan, sa forkastar vi Hy om po ¢ I,. Om vi istéllet testar
enkelsidigt:

Hy:p>po vs Hy:p < pg= Forkasta Hy om py > ]2”6
Hy:p<pg vs Hy:p> pug= Forkasta Hy om py < [Eedre
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Forelasning 13: 5.3

Repetition: KI for ;4 om

a) o kant:
~ o
I,u,o' Kint = | T * >\a/2%]
b) o oként:
S
I,u,a' okint = | + t(n - 1)a/2%]

I bada fallen: konfidensgraden ar 1—q, och intervallen kan anvindas till att gora hypotestest
vid signifikansniva a.

Hypotestprovning: Vill t ex test,
Hy: = po mot
Hy o # o

vid signifikansniva a. Dvs behover en regel som gor att om vi foljer den forkastar vi Hy
med sannolikhet o nér Hj dr sann. En sadan regel &r: forkasta Hy om po ¢ I, annars
forkasta inte.

Idag: KI for vantevérdesskillnad och stickprov-i-par.

25 Konfidensintervall for vantevardesskillnad

Antag att vi har tva stickprov fran slumpvariabler med samma o:

Xlu'-')an NN(MX7O-)

Yi,....Ya, ~N(uy,o0) } oberoende

Vi undrar: ar px = py? Kommer anvinda foljande:

- o - o
fix = X ~ N(px, ——), fiy =Y ~ N(py, ——
() (=)
atminstone approximativt for stora n enligt CGS. Men da har vi ocksa for py “ oy =
ﬂX — mUY =X-Y:

EX - Y] =E[X] -E[Y] = pux — py
VX =) v = T4 O
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S&:

_ 1 1
X—YNN(/Lx—/Ly,U ——|——> (25.1)

X-Y
\/ nx ny
Notera: det &r precis samma monster som nér vi hirledde KI for p: vi har nagot, sag 1" (for

Teststatistika), som ar N (0,1), sa giller P (—)\Q/Q <T< )\a/2> =1 — a. Genom att “lésa
ut” det vi ar intresserade av ur T far vi ett KI. I det hér fallet &r uttrycket i (25.2), vilket ger

~ N(0,1) (25.2)

100(1-c)% KI for véntevérdesskillnaden, o ként

_ 1 1
]Mx—uy,tf kint — [(X - Y) + /\04/20- E + E
o oként blir lite klurigare, men har ar uttrycket:
100(1-«)% KI for vantevéirdesskillnaden, o okéant
- - 1 1
Lix—py.ookind = |(X =Y) £t(nx +ny —2)aj2spy/ — + —
nx ny

dar s, ar den “poolade” variansen:

2 (v = 1sp + (ny —1)sy
p nx +ny — 2
Léxa: visa att s, dr vintevérdesriktig, dvs E[s,| = o.

Ezxempel 25.1. (5.10)
Kan vi vid signifikansniva 5% péasta att elever i arskurs 6 och 9 tittar olika mycket pa TV?
Vill testa:

Ho : pg = pg < e — po = 0
Hi:pe # po < pe — po # 0
Lat X svara mot &k 6 och Y mot ak 9. Testar genom att gora 95% KI for pux — py. Vi far
data som ger oss:
nx = 6, ny = 7
Tz =151.83, y=11843
s, = 63.39, s, =41.99
Sp = 5280, t(6 +7— 2)0.025 = 2.201
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sa
I —py = [(151.83 — 118.43) +2.201 - 52.804/1/6 + 1/7] =
[—31.244,98.054]

Slutsats? 0 € [

ux—py s Sa kan inte forkasta Hy.

26 Konfidensintervall vid stickprov-i-par
Antag nu att vi samlar data

X1, Xo, ... X,
i, Yo oo Yn

dar X; och X; ar oberoende och samma for Y, men dar X; och Y; ar beroende. Ex: gor
tva métningar pa samma objekt, individ eller féremal. Jfr: vilopuls fore/efter meditation.
Da vill vi utnyttja beroendet mellan X och Y! Betrakat Z;, = X; — Y;:

ElZ] =E[X; - Y] =E[X] - E[Y}] = px —py = A

sa vi far stickprov Z1,...,Z, med E[Z;] = A och okind standardavvikelse o, = skattar
oz med sz.

100(1-a)% KI for A = px — py vid stickprov-i-par

F+t(n— 1)a/23—\/%]

In =

dar z; =x; —y;, 1 =1,...,n.
Ezempel 26.1. Tentamen 2014-01-11, uppgift 7).
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Forelasning 14: 5.3

Repetition:
Konfidensintervall: )
KI for p: Kom ihag: CGS ger att &XT?/% RN, 1)

P( )\a/g /\/_<)\a/2>:1—04

dédr 1 — « ar konfidensgraden och « &r signifikansnivan. Om o oként: ersidtt ¢ med s och
N med T,,_;. Vi har sett KI for:

e ;1 med kint o:

- o
I,u,o Kint = | X )\a/2%]
e ;1 med okint o:
- s
IMvU kint — X :l: t(n — 1)04/2%]

e ix — ity med okdnt o:
1

lx — by ,o okdnt — [X — }7 + t(TLX + ny — Q)Q/QSP\/ 1/TLX + 1/71)/]

med o ként: byt ut t(nx + ny — 2),/2 mot A,/ och s, mot o.

e A =E[X —Y]| =7, vid stickprov-i-par:

In =

Z +t(n — 1)a/23—\/%]

Hypotesprovning: Om vi testar:

H0:6:90m0t97é90

forkastar vi Hy om 60y ¢ Iy.

Om vi testar:
H0:9<90m0t9290

forkastar vi Hy om 0y < [pedre.

Om vi testar:
H029>90H10t9§90

forkastar vi Hy om 6y > I3V™.
(BILDER)
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27 Konfidensintervall for andelar

Kom ihag exemplet: 100 personer tillfragades om de at grét till frukost och 21 svarade ja.
Detta ger p = 0.21, med X = “antal grotatare av n tillfragade ur hela populationen” =
X ~ Bin(n,p). Om np(1 — p) > 10 kan vi anta att X ~ N(np, /np(1 —p)), i vart fall:
np(1 — p) = 16.59. Detta ger

5 a1 5
WP N0,1) s LT A(0,1)
np(1 —p) p(1=p)/n
Vet inte p, vilket vi behover for att berdkna standardavvikelsen. Los genom att ersitta
med p.

100(1-a)% KI for andel p i odndlig population

I, = |p£Aaj

p(1 —ﬁ)]

n
95% KI for p i vart exempel:

I, =

/0.1
21 £1.96 0.1659 =[0.130,0.290
100

Antag att vi velat testa Hy : p > 0.3 mot H; : p < 0.3. Slutsats? pg = 0.3 > 0.290 = ]5vre N
forkasta Hy.

Nu antog vi att vi fragat 100 pers ur en oéndlig population, men undersckningen gjordes
vil pa en skola? Lat sidga att sagda skola har 500 elever. Vad hinder da? X = “antal
grotatare” ~ Hyp(N = 500,n = 100, p). Vidare har vi att p = 0.21, sa np(1 — p) %:T =
16.594% — 13.3 > 10 sa vi kan normalapproximera! Alltsa

499
a TOX N - h — approx
X "R N(np, \/np(l—p)N_Tll> = np npN PR N(0,1)
np(l —p) =t

100(1-a)% KI for andel p i dndlig population

A pA—p)N—n
I,=|pt X\,
P DEAa/ 2\/ n N-—1
NOTERA: enda skillnaden mot odndlig pop ar “4ndlighetskorrektionen” % I vart ex-

empel skulle detta ge:

I, = -
P 100 499

0.21(1 — 0.79) 400
0.21 + 1.96\/¥ ‘ = [0.1385,0.2815]
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28 Konfidensintervall for andelskillnader

Antag nu istéllet att vi vill jamfoéra andelar i tva (oéndliga) populationer, mha stickprov
Xi,..., X, ~ Bin(ny,p1) och Yy, ..., Y, ~ Bin(ns, ps). Vi ar da intresserade av p; — ps,
vilken vi kan skatta med p; — ps. Notera att

E[p1 — p2] = p1 — p2, och  V(p1 — p2) = V(p1) + V(p2),

och om min; n;p;(1 — p;) > 10 sé& kan vi tillimpa CGS och, pa samma sétt som nér vi bara
var intresserade av en andel, fa att

i (251 j 152) - <pAl - p2)A approx N(O, 1)
VD1(1 = p1)/na + pa(1 — P2) /no

vilket ger oss

100(1-a)% KI for andel p; — ps i odndlig population

. . 5 (1 — D 5 (1 — 5
Iy py = |P1— D2t /\Q/Q\/m( 1) + Pal P2)

Vad hénder om vi har #ndliga populationer? Andlighetskorrektion som ovan!

100(1-a)% KI for andel p; — po i éndlig population

PO P11 —p1) Ny —ng pa(l —pa) Ny — ng
J — — Do £ A,
p1=pz P1 P2 /2\/ 1 N1 —1 + %) NQ -1
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Forelasning 15: Repetition

Vad kommer pa tentan?
e 9 uppgifter totalt
e 6 pa sannolikhetsdelen ~ 20 p
e 3 pa statistikdelen ~ 10 p

e 30 p totalt, 15 p for godkéant, 24 p for VG

29 Sannolikhetsdelen

Pa tentan:
1. Visa nagon (o)likhet for sannolikhet for héndelser
2. Betingad sannolikhet, Bayes sats
3. Diskreta slumpvariabler
4. Kontinuerlig slumpvariabel och/eller bevis for E, V, C

5. Diskret eller kontinuerlig tvadimensionell slumpvariabel

29.1 Sannolikhet for handelser

Allmént:
0<PA4) <1
P(A°) =1—-P(A)
P(AuB) =P(A)+P(B) -P(ANB)

OM oberoende: P(AN B) = P(A)P(B).
Viktigt: bevisteknik ,rita bilder!

29.2 Betingad sannolikhet/Bayes

Viktiga koncept: Betingad sannolikhet, lagen om total sannolikhet, Bayes sats.
Betingad sannolikhet:

P(A|B) = —P(ﬁ(;f )
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Lagen om total sannolikhet: Lat A, By, Bs, ..., B, vara hidndelser sadana att By,..., B,
delar upp utfallsrummet, d.v.s. ér alla disjunkta och utgor tillsammans hela utfallsrummet
(BiNB; =0 VYi# joch ByU...UB, = Q). Da géller lagen om total sannolikhet:

P(A) = P(B)P(A|B,) + .. .P(B,)P(A|B,)

Bayes sats: Under samma vilkor som i lagen om total sannolikhet géller foljande for ¢ =
1,...,n:

P(B;)P(A|B)
(BOP(A[By) + .. + P(B,)P(A[B,)

P(Bi|A) = P

Oftast:n = 27 Bl = B, B2 = B°.

29.3 Diskreta slumpvariabler

Viktigt: de olika fordelningarna vi pratat om och vad de beskriver (Bernoulli, Binomi-
al, Hypergeometrisk, for-forsta-gangen, Poisson, likformig). Sannolikhetsfunktion, férdel-
ningsfunktion, viantevarde, varians.

dar E[X?] =Y, k*px (k).

29.4 Kontinuerliga slumpvariabler

Viktigt: de olika fordelningarna vi pratat om och vad de beskriver (likformig, exponential,
normal). Tathetsfunktion, fordelningsfunktion, vintevirde, varians. Normalférdelningens
egenskaper.

Fx(z) =P(X <k) = / Fx(t)dt

E[X] :/:Efx(x)dx
V(X) =E[(X — p)*] = E[X7] — %,

dir E[X?] = [ 22 fx(z)dx.
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Linjarkombination av normalférdelade variabler: Om X ~ N (ux,ox) ochY ~ N (py, oy ),
X och Y oberoende, och a,b,c € R sa

aX +bY + ¢~ N(apx + buy + ¢, \/ 0% + 0%)

Centrala gransvardessatsen: Om X, ..., X, ar oberoende likaférdelade slumpvariabler med
E[X;] = p och D(X) = o sa giller

3 X, N o)

och
X " N, 0/v/7)
295 E,V,.C
Kovarians:
C(X,Y) = E[(X — pux)(Y — py)] = E[XY] — pxpy
Réakneregel:

V(aX +bY +¢) = a®V(X) + BV(Y) + 2abC(X,Y)

Kom ih&g: om X,Y oberoende s& ar C'(X,Y) = 0, omvindningen géller ej.
Korrelation:

29.6 Tvadimensionella slumpvariabler

Simulatan och marginella férdelningsfunktioner och sannolikhets-/tathetsfunktioner, obe-
roende variabler.
Diskreta:

]P(X :jﬂy = ]{7) :pr<],k)
ny(l’,y) = P<X <zNnY < y) = ZZPXY(j, k)

Jj<z k<y

px(j) = ZPXY(j; k)
P(A) = Y pxr(Gk)
(

j,k)EA

ZZPXY(ja k)=1

J
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Kontinuerliga:

Fxy(z,y) =P(X <znY <y) = / fxv (s, t)dsdt

t<z J s<y

fx(z) I/fXY(%Z/)dy

P(A4) = / Frv (@, y)dady
(z,y)€A

//fxy(x,y)da:dy: 1

30 Statistikdelen

Pa tentan:
1. KI for andelar + hypotesprévning
2. KI for vanteviarden + hypotesprovning

3. Punktskattare och egenskaper

30.1 Konfidensintervall + hypotesprévning

Kom ihag de olika konfidensintervallen:
1. Ett vantevarde, o kant
2. Ett vantevarde, o okint
3. Viéntevirdesskillnad, o ként
4. Vantevardesskillnad, o okint
5. Vantevirdesskillnad, stickprov-i-par
6. En andel, odndlig och dndlig population
7. Andelsskillnad, oéndlig och dndlig population

Kénna igen situationerna nér man ska anvianda de olika, frihetsgrader till ¢-férdelning, osv.
Om man séger “Antag att observationerna kommer fran férdelning med o = ... ” &r o kéint,
annars okdnt. Kédnna igen stickprov-i-par.

Formulera hypoteser, nar forkastar man Hy? Om vi testar:

H()I :90m0t97é90
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forkastar vi Hy om 6y ¢ Iy.
Om vi testar:
H0:9<90mot0290

forkastar vi Hy om 6y < Igedre.
Om vi testar:
H0:9>90m0t9§90

forkastar vi Hy om 6y > I3V™.

30.2 Punkskattares egenskaper

En punktskattare 6 &r vintevirdesriktig for 6 om

E[4] = 6

T ex: E[X] = p, E[s?] = 0. A ) A
En skattare 0, #r effektivare &n 6 om V' (0,) < V(0). T ex:

1
2 _ Z —\2
S_n—l (z: =)

1
2__§ _ =\2
S*_n i(xi ‘T)

ger att V(s?) < V(s?).
Vintevardesriktig ar viktigast, om tva skattare ar vintevéirdesriktiga &r den mest effektiva
den bésta.
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