2: Innehall

o Thomas Ericsson: lite kursinformation (denna sida).
o Thomas Lingefjard: 15 min. om geometridelen (andra halvan
av kursen).
J @ Thomas E, resten av fm och em.

MOde”ermg och Geometri o Kort om mig och modelleringsdelen.

o Lite om Geogebra och numeriska berakningar.

. e Mer om Geogebra, bland annat hur man Iéser ODE-problem.

Thomas Ericsson o En lingre modelleringsexempel om vi fir tid.
]

Laboration med Geogebra.
Berakningsmatematik
Chalmers och Géteborgs universitet Lunch 11:45-13:15.

2013 Forminskade versioner av dessa sidor finns under hemsidan
(forel_n.pdf), n = 2, 4, 8. Dar finns ocks3
Geogebra-laborationen for em. Filerna ligger ocksa under den
Oppna sidan http://www.math.chalmers.se/Math/
Grundutb/GU/LLMA60/H13

3: Thomas Ericsson 4: Thomas Ericsson

Thomas Ericsson
Berakningsmatematik
Chalmers/GU

Telefon: 031-772 1091

E-post: thomas@chalmers. se

Anvind e-post fér kommunikation, jag lar gléomma att titta i GUL.
Rum: L2075, Matematiska vetenskaper, Chalmers tvargata 3

TE = Thomas Ericsson

1: Andra kurser och forskning 2: Andra kurser och forskning

Programmering med Matlab (och lite C++) for
matematikprogrammet, GU.

Numerisk analys fér GU. Hur man léser (nigra)

tillampningsproblem med hjalp av dator. Algoritmer, Forskning: medicinsk fysik och lite kvantfysik.

datoraritmetik, effektivitet etc.

Ett exempel: hur mekaniska egenskaper hos manskliga lungceller
paverkas av nanopartiklar.

Vetenskaplig visualisering. Hur man anvander datorgrafik for
att visualisera berakningsresultat. Innehaller bland

annat Matlab, OpenGL, ParaView. Masterskurs.

HPC, High Performance Computing. Kodoptimering, parallella
berdkningar. C & Fortran. Masterskurs.

National Graduate School in Scientific Computing (NGSSC)
(n&gra forelasningar). Parallelldatorcentrum vid KTH i
augusti.

Applikationsexpert (HPC-rad till forskare).

Biomechanical effects of environmental and engineered particles on
human airway smooth muscle cells

3: Andra kurser och forskning 4: Andra kurser och forskning

Optical Magnetic Twisting Cytometry (OMTC) I

Kulorna har diametern 4.5pm.


http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/GU/LLMA60/H13
http://www.math.chalmers.se/Math/Grundutb/GU/LLMA60/H13

5: Andra kurser och forskning

6: Andra kurser och forskning

7: Modelleringsdelen

Min insats utgodrs i stor utstrackning av behandling av data och
parameteranpassning. Vi har skapat en forenklad beskrivning, en
modell, av hur cellerna uppfor sig. Modellen ar formulerad med
hjalp av matematik, bland annat differentialekvationer. | modellen
finns parametrar som man vill bestamma sa att modellen passar
ihop med data s3 bra som mgjligt. Kan anvandas for att forstd vad
som hander med cellerna.

8: Modelleringsdelen

Kurslitteratur:

o Belinda Barnes, Glenn Robert Fulford (2008) (2nd revised
edition) Mathematical Modelling with case studies.
Chapman & Hall/CRC. ISBN13: 9781420083484.

o Lingefjard, Thomas, Jonsson, Per. (2012). IKT i grund- och
gymnasieskolans matematikundervisning. Lund:
Studentlitteratur. ISBN13: 9789144056777.

Referenslitteratur:

Philip Gerlee, Torbjorn Lundh (2012). Vetenskapliga modeller.
Svarta lador, réda atomer och vita légner. Lund,
Studentlitteratur. ISBN13: 9789144074207.

9: Modelleringsdelen

Om Mathematical Modelling:

Lamplig for sjalvstudier (detta dr min enda forelasning).

Fokus pa modeller och analys av resultat.

@ Manga intressanta exempel, borde gé att anvanda pa
gymnasieniva.

@ Inriktning mot ekologi, hallbar utveckling.

Malgruppen ar nog biologer som vill lara sig modellering.

@ Inte definition-sats-bevis-stilen.

10: Modelleringsdelen

Programvara: Geogebra, http://www.geogebra.org

Varfor Geogebra?
o Enkelt att anvanda, ingen programmering.
o Latt att variera begynnelsevarden och annat.
o Finns for Linux, Windows och Mac.
o Gratis. Borde ga bra att anvanda i skolan.

Nagra nackdelar (for kursen):
@ Kan ¢j plotta i 3D.

o Begransat vad géller ODE. Kan till ndds klara tva ekvationer

(bara autonoma system dessutom).

11: ination pa

Flertalet dvningar kraver att man I9ser system av differential-
ekvationer. For att kunna gora detta pa ett smidigt satt kommer vi
att anvanda en beta-version av Geogebra 5.

http:
//code.google.com/p/geogebra/downloads/list

Jag har testat version 4-9-189-0 (jag hdmtade exe-filen). Denna
version ar en utdkad variant av Geogebra 4 (som inte klarar av
system utan en massa krangel). Jag kommer att visa hur man
anvander beta-versionen for att I6sa system och for att rita
fasportratt. Eftersom beta-versionen &r under utveckling sa
innehaller den dessvarre en del buggar. Det gér bra att ha flera
versioner av Geogebra installerade samtidigt, sd du behdver inte ta
bort den tidigare versionen (om du har nagon).

: Kort om numeriska berdkningar

Eftermiddagens laboration (Geogebra + ODE).

Nagra ovningar ur laroboken, Mathematical Modelling.
Se ndgon av hemsidorna.
Ar deadlines pa laborationerna.

Tentamen med dator, 2 timmar, med tva problem liknande
laborationerna.

Betyget pa hela kursen ar en funktion av resultaten pa bade
modellerings- och geometridelarna. Du maste dock ha minst
godkant pd bada delarna for att f4 godkant pa hela kursen.

Modelleringsdelen skiljer sig ratt mycket fran kurser i ren
matematik. Problemen liknar mer enkla tillampningsproblem fran
naringsliv och forskning.

Problemen i en ren matematik-kurs:
o Ar klart formulerade. Berikna volymen, gransvardet, ...
@ Kan I6sas for hand.
o Kan I6sas exakt. Arean ar mv/2 a.e.
@ Det finns ett facit.

Inget av detta behover gilla for (realistiska) berakningsproblem.


http://www.geogebra.org
http://code.google.com/p/geogebra/downloads/list
http://code.google.com/p/geogebra/downloads/list

13: Kort om numeriska berdkningar

| numerisk berékningar anvands sk flyttal (floating point numbers).
| datorns CPU finns hardvara (FPU, Floating Point Unit) som kan
utfora berdkningar (+, —, *, \/) med 64-bitars flyttal. Tal med
ungefar 16 decimaler och i intervallet ~ [—10308, 10308].

(1 / 49) % 49 - 1 blir—1.1-10716; Geogebra och i
Matlab, Fortran, C/C++ etc.

sqrt (2)~2 — 2 blir ~ 4.4-10716,
(1 + 1E-16) - 1 blir exakt noll.

Avrundningsfel. Normalt dominerar andra approximationsfel med
flera storleksordningar.

15: Stabilitet

14: Kort om numeriska berdkningar

y’ = sin(ty), y(0) = 0.92 resp. 0.93
25 T T T T T
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17: Nagra ODE-exempel i Geogebra

CAS

Inte s& minga satser och bevis i boken. Det finns en hel del
matematik inom modellering, men allt &r inte sa praktiskt
anvandbart. En typ av intressanta satser ar storningsresultat,
stabilitet.

Antag att y ar I6sningen till y’ = f(t,y), y(0) = a.

Vi andrar nu begynnelsevardet med € och far I6sningen z, sa
z/ =f(t,z),y(0) =a+e

Vad ar |y(t) — z(t)|?

Finns enbart lokala satser (for allmdnna problem).

16: Nagra ODE-exempel i Geogebra CAS

Geogebra har stdd for symbolisk berdkning,
CAS (Computer Algebra System).
Vi kan da kanske fa analytiska Iosningar. Inte alla problem kan
dock l6sas exakt. Maste vélja CAS fran Visa-menyn.
Skriver man: L&sODE [y’ =x+y] sa far man
y=ce—x—-1
Vi vill kanske lagga pa ett begynnelsevillkor, dvs. vi kraver att
¥(x0) = yo for givna vdrden pa xp och yp. T.ex.
LSsODE [y’ =x+y, 2, 0] si y(0) = 2.
y=-x+3e& -1
Skriver man L&sODE [y’ =exp (-x*2) ] far man

V7 erf (x)

y=ca+ 2

19: Nagra ODE-exempel i Geogebra Numerisk 16sning

Foljande galler Geogebra version 4-9-189-0 under Windows 7 men
Linux-varianten dr ocksd OK. Jag har inte testat Mac-versionen.

Observera att NSolveODE inte finns under version 4-2-7?-7 och
ordningen mellan parametrar i andra ode-kommandon kan vara
andrad jamfor med beta-versionen.

18: Nagra ODE-exempel i Geogebra CAS

yl(x) = f(x,y), xo < X < Xends y(XO) =Y

Vansterledet far bara innehdlla forstaderivatan och hogerledet
f(x,y) far inte inneh3lla nigon derivata. y(xp) = yp ar ett
begynnelsevillkor dar xp (ofta noll) och yp méste vara kinda. Vi
kommer att fa approximationer av losningen i ekvidistanta
x-varden xp, Xo + Ax, xo + 2Ax, xp + 3Ax,....

S& hér star det i www-hjalpen (den som hoppar i upp i
Geogebra-programmet ar delvis felaktig, eller konstig).
Man kan skriva L&sODE i stallet for SolveODE om man vill.

SolveODE[ <f (x,y)>, <Start x>, <Start y>,
<End x>, <Step> ]

Sa, <f (x,y) > ar hogerledet, <Start x> dr xp, <Start y> ar
Y0, <End x> dr Xepg OCh <Step> ar Ax.

Anledningen ar att vi forsoker berakna

/ e~ dx

men vi vet att de primitiva funktionerna inte kan uttryckas i
elementara funktioner. erf star for “error function”.
2

erf(x =—/Xe7t2dt
) v Jo

Ibland far man dock nonsens-svar.
Flertalet tillampningsproblem kan dock inte I6sas exakt utan vi far

en numerisk approximation. Sag att vi vill 16sa
begynneslevardesproblemet:

20: Nagra ODE-exempel i Geogebra Numerisk 16sning

For att 16sa problemet y’(x) = 2x — y(x),y(0) = 2, Xeng = 5
skriver vi t.ex:

L6sODE[2 x -y, 0, 2, 5, 0.1]

man kan skriva2 x - y,2x — y,2%x — y, X 2 — y men
inte x2 - y (ty det refererar till variabeln x2). Blanktecknen
kring — ar ej nodvandiga att satta ut.

Ett for stort varde pa <Step> ger horn pa kurvan.

Anvand dock inte mindre <Step> an nodvandigt.

Ett alternativ ar att definiera en funktion, for hogerledet, forst:

£(x, y) =2x-y
LO6sODE[f, 0, 2, 5, .1

0.1] eller
LOsODE[f(x, y), 0, 2, 5, 0.1]



21: Nagra lurigheter (buggar)

y'(x) = —1,y(0) = 1 har I6sningen y(x) =1 — x.
LosODE[-1, 0, 1, 2, 0.1]

ger felmeddelandet "Otillatet argument: Tal -1".
Man kan dock lura Geogebra, féljande gar bra:

LSSODE[0 x — 1, 0, 1, 2, 0.1]
eller

f(x) = -1 ritas dock ut
LOsODE[£f, 0, 1, 2, 0.1]

£(x, y) nedan ritas inte ut (om inte Ritomride 3D &r Sppet).

£(x, y) = -1
L8sODE[£, 0, 1, 2, 0.1]

23: System av ODE

22: Néagra lurigheter (buggar)

Nu till system av ODE (enbart tva ekvationer). Foljande fungerar
bara i de senaste Geogebra-versionerna. Maste finnas stod for
kommandot NSolveODE.

NL&sODE fungerar inte (2013-08-16 i alla fall).

L3t oss losa larobokens exempel (predator-prey) sid 108-110.
Eftersom Geogebra inte tilldter godtyckliga variabelnamn utan
kraver att de sokta funktionerna benimns y(x), z(x) blir systemet:

{ y' =y —0.01yz y(0) = 200

2/ = —0.5z+0.005yz ° z(0) =80 ° Xerd =20

For att allt skall fungera smidigt i Geogebra foreslar jag foljande
arbetssatt (dock inte alltid nédvandigt att inféra variabler och
funktioner).

25: System av ODE

Sma/stora tal brukar man skriva med tio-potenser: —1.45e-32
svarar normalt mot —1.45 . 10732, och 1.45e87 svarar normalt
mot 1.45 - 1087,

Skriver man —1.45e-32 i Geogebra f&r man svaret —=35. 94 (med
tvé decimaler) ty det varar mot —1.45 - 2.7182818... — 32 (s3
lange som inte e har omdefinierats). pi ar ocksa fordefinierat, men
det gar inte att definiera om, pi = 3 gar inte.

For att fa tio-potens skriv —1.45E-32 respektive 1.45E87. |
forsta fallet far man dessutom satta om antalet gallande siffror for
att inte bara f3 vardet noll (menyn, Instéllningar, alternativet Antal
decimaler). Analogt for det andra talet, annars far man se alla
nollorna.

Man kan aka dit pa detta dven om man har s pass stora tal som
0.001 (skrivs som 0).

24: System av ODE

y0 = 200

z0 = 80

f(x, y, z) =y -0.01yz

g(x, y, z) = -0.5z + 0.005y z

ode = NSolveODE[{f, g}, 0, {y0, zO0}, 20]

Vill man dndra sluttiden &r det bra med en variabel for den ocksa.
Vi kommer att referera till ode senare.

For att se ndgot i plotfonstret (Ritomrdde) maste man skala om
x-axeln (eftersom y(0) >> Xena). Vanster-shift-klicka (tryck pa
shift, klicka och hall ned) pa x-axeln och drag med musen.
Skala om y-axeln analogt.

S& har kan det se, dér jag dessutom andrar farg pa y(x).

26: System av ODE
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27: System av ODE
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Kapitel 6 dgnas at analys i fas-planet. Man vill da plotta z som
funktion av y (x elimineras).

Jag har inte hittat ndgot fardigt for detta, men s3 har kan man
gora (forutsatter att vi har definierat ode enligt ovan). Man
aktiverar lampligen Ritomrade 2 forst. Det underlattar om man
sparar ett exempel som en mall (en ggb-fil) som man sedan kan
modifiera. Windows-versionen av Geogebra ar buggig, sa dar far
man krangla lite mer dn under Linux (jag har brutit sista raden):

n = Langd[ode_ 1]

yv = y(Férsta[ode_1, n])

zv = y(Férsta[ode_2, n])

Polygontag[Talfdljd[ (Element [yv, il,
Element[zv, i]), i, 1, n]]

Har en komprimerad bild:

28: Ett modelleringsexempel

Fysikproblem: vi slapper en metallkula frén ett (mycket) hogt torn
med hojden h. Vilken fart har kulan nar den slar i marken?

Modell: kulan har massan m (kg) och utgéngsfarten 0 (m/s). Lat
s(t) vara positionen i hojdled med s(0) = h, hdjden.
Accelerationen ar s”/(t) s Newtons andra lag, F = ma, ger

F = ms”. Vilka krafter paverkar kulan?

Gravitationen: —mg, g ~ 9.82m/s%.

Luftmotstandet: Fpuf(t) riktad uppat.

Infor v = s’. Vi har d& differentialekvationen
mv' = —mg + Fup, v(0) =0

Ar tornet inte s3 hogt kan vi kanske bortse fran luftmotstandet,
Fuuf(t) = vilket ger:

mv' = —mg, v(0) =0 = v(t) = —gt



29: En modell for luftmotstandet

Vi anvander foljande enkla modell for luftmotstandet:

CdApL V2

Flupe = 2

A &r kulans tvarsnittsarea. py ar luftens densitet (antas konstant
1.2 kg/m3, 20° C). ¢4 "drag coefficient”,
luftmotstandskoefficient, 0.47 for en sfar, 0.04 for en
stromlinjeformad kropp, 1 for cyklist med cykel (touring position).

Enkel, slarvig motivering: under tiden At accelereras luftmassan
med volymen AvAt och massan p; AvAt fran stillastdende till
farten v (forutsatt att ingen luft lacker ut pa sidan).
Luftpaketet har darmed fatt den kinetiska energin

Ekin = (pLAvALt)v2 /2. Arbete=kraft - vig, sa

Fur = Ek,',,/(VAt) = pLAVZ/z.

cq4 justerar for lackaget.

31: Stationart tillstand, granshastighet

30: ODE-problemet

Fran plotten ser vi att:
lim v(t) = v

granshastighet “terminal velocity”. Intraffar nar mg = Fj,p sa att
v/(t) = 0, ingen acceleration. D3 v/ = —g + cv? giller att

2mg
Voo = VEJC = |8
caApL

i det allmanna fallet. En “skydiver” som faller med magen nedat
har kanske m = 80 kg, cq = 1 (som for cykel+cyklist) sa att

2-80-9.82
Voo = |/ "% 495
1-1.8-0.3-1.2

Wikipedia anger 54 m/s, 195 km/h. 90 m/s med huvudet forst.

33: Férpackning i Geogebra

Vért ODE-problem blir darfor:

A 2
mv' = —mg + %, v(0)=0

eller (efter division med m)

A
vi=—g+cv? medc=u, v(0) =10
2m

Lat kulan ha radie r och densitet pk, da kan c skrivas

_ Cdﬂ’erL _ 3capL
2pK%7'rr3 8rpk

Nu lite Geogebra dar vi tyvarr maste byta v(t) mot y(x).
Jag har inkluderat den enklare modellen v/ = —g.

32: Ett ODE-system

Vi skriver om problemet som ett system av forsta ordningens ODE.
Lat y = s och tag z = s’ = y’. D3 blir

" =2z = —g — sign(y) c 22.

Systemet skrivs allts3 (derivatorna i vanstra ledet, inga derivator i
hogra)

y =z y(0) =25
—g —sign(z)cz? *  z(0) = 890

N
Il

| detta speciella fall skulle man forst kunna I6sa for z och sedan
integrera for att fa y. Detta gar dock inte i mer allmanna fall nar
ekvationerna ar kopplade.

Har anvint virdena A = wr2,r = 0.5-7.8-1073, m = 102
(10 gram), ¢4 = 0.25.

35: En béttre modell

Vi avlossar ett gevar vertikalt uppat.
Hur hogt nar kulan?
Vilken fart har kulan nar den slar i marken?

Visentligen samma modell som tidigare, v/ = —g + cv2, men vi
behdver veta s(t).

s" = —g — sign(s') ¢ (s)?, s(0) = 2.5, s’(0) = 890
Anledningen till sign ar att Fj,p ar motriktad rorelsen. Om kulan
gar uppat ar s’ > 0 = —sign(s’) = —1.

s’ < 0 = —sign(s’) = +1. Funktionen sign finns i Geogebra.
sign(0) = 0.

34: En battre modell

Subscript b (red) for the better model

3000

2500

2000

1500

s(t), v(t)

1000

500

@ g ir hojdberoende, ar dock en liten effekt.
@ py ar hojdberoende, ar viktigt att ta hansyn till

@ ¢y ar fartberoende, men ar tamligen konstant for stora v.

For en snoflinga eller en fjader galler inte modellen for Fiyg.
Luftmotstandet 3r d§ proportionellt mot v inte mot v2.

| foljande bild, producerad i Matlab, har jag modellerat p;
http://en.wikipedia.org/wiki/Density of_air

och har utnyttjat “event-functions” for att bryta exekveringen nar
kulan och sldr i backen och for att 6ka ¢4 pa toppen (v(t) = 0).
Den forbattrade modellen stammer bra med forsok.

36: CFD

Om man raknar pa mer komplicerad stromning, anvands CFD,
Computation Fluid Dynamics (diskretisering + Navier-Stokes,
PDE). Bilden (fran ITM, 1996) visar ytnitet och en del av
volymnatet for S2000.
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