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Block 6, oversikt

I block 6 ingar foljande avsnitt i Stewart:
Kapitel 15, utom avsnitt 15.5

Rekommenderade uppgifter:

15.1 6, 13

15.2 1,3, 7,9, 13, 15, 17, 19, 38
15.3 1, 5, 7, 9, 15, 16, 21, 27 43, 51
15.10 1, 7, 15

15.4 7, 10, 11, 15, 29, 40

15.6 1, 3, 10

15.7 1, 3, 9, 13, 15, 27

15.8 9, 17, 29

15.9 21

Problems plus 5, (6)

Block 6 handlar om dubbel- och trippelintegraler.

Liksom en integral fab f(z)d x beréknar arean under grafen till funktionen f(z) (om f(z) >
0 for alla @ < = < b), beréknar en dubbelintegral [[,, f(z,y)d A volymen under grafen
over omradet D. En trippelintegral beréknar 4-dimensionell volym under grafen Gver ett
omradet i 3-dimensionella rummet, men det ar svart att forestélla sig.

Definitionen (15.1) liknar envariabelfallet, dar rektanglar byts ut mot ratblock. Ocksa de
numeriska metoder for integralberdkning kan generaliseras pa liknande sitt. Men viktigare
ar metoden for analytisk berdkning (15.2). Det &r skivmetoden. Om D &r en rektangel
med vénster nedre horn i (a,c¢) och hoger 6vre horn i (b, d), sa kan integralen beréknas
genom att forst integrera i x-ledet, dir y anses vara konstant, och sen integrera 6ver y:

J[ s~ /Cd [/jf(a:,y)dx} dy.

Fubini’s sats sdger att man kan gora sa om f(x,y) &r kontinuerlig. Da ar det forstas ocksa
mojligt att forst integrera m a p y:

//Df(:lr,y)dAz/Cd/abf(x,y)dxdy:/ab/cdf(x,y)dydx'

Oftast gor det inte stor skillnad, men det ena kan ocksa vara betydligt lattare &n det andra.

15.3: Om integrationsomradet dr mera komplicerat dn en rektangel, dr det en bra idé att
rita upp omradet. Integrationsgranserna for forsta integrationen, m a p x, beror nu pa y.
Vid byte till forst integrera 6ver y, maste grianserna réknas om.

15.10: variabelbyte. Ocksa i dubbelintegraler kan vi gora en substitution. Vi maste kom-
pensera for areaférandringen av sma rektanglar i (x,y)-planet med Jacobianen (def 7).
Ett viktigt specialfall gors redan i 15.4, fér byte till poldara koordinater.



De fysikaliska tillampningar i 15.5 ingér inte. Tillampningen som ingar &r areaberédkning
for grafytor (15.6); formeln &r en direkt generalisering av formeln for lingden av en kurva
y=[f(z).

15.7-9. I princip finns det inga svarigheter att ha en variabel mer, och berdkna trippelin-
tegraler — bara att utrdkningarna blir langre. For problem med vissa symmetrier kan det

vara bra att anvénda cylindriska koordinater (polidra koordinater i (z,y)-planet, tillsam-
mans med z-koordinaten) eller sfariska koordinater.

Svar

15.1.6: Svaret beror lite grann pa valda metoden, men &r ungefor 200.000 liter.

15.2.38: 472

15.3.16: 3(e'® —1)

15.4.10: 37(b* — a?)

15.6.10: 47

Problems plus 5 och 6: Det &r rétt sé svért att berdkna integralen; det intressanta &r
att det dr mojligt, och att dirmed berikna summan Y 1/n?. Det ir littare att anvinda
substitutionen z = u — v, y = u+ v &n den given i uppgiften, for att slippa faktorn v/2 i

berédkningen.
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