Kapitel 11

ANDLIGT OCH O ANDLIGT *

Ar det mbjligt att jamfra storleken av olika talémgder? Har det&gon mening om marager att det
finns fler irrationella taéin rationella?Ar detdverhuvudtaget ijligt att jamfora storleken avandliga
mangder? 8dana fagor sysselsatte @anniskor redandr lange sedan och svarea gem hade mycket
viktiga konsekvenseidt hela matematiken.

Storleken av ta mangder, Bda med etindligt antal element, karainforas genom att maraknar
antalet element i dem. Den metodamoanéndbar om t& mangderar candliga. Men det finns ettt
att jamforaandliga nangder som kan generaliseras tédlmalliga. | séllet for att iakna antalet element
i tva mangderA och B for att avgra vilken av dessa som inraler flest element, kan maibrisoka
para ihop elementend med elementenB sa att olika element A svarar mot olika element och
varje element iB tillnor ngot par. Om dehr mijligt s& kan man &ga attA och B har lika manga
element. Om det finns element3 som inte tillkdr nagot par, & ar slutsatsen atB innekaller fler
elementin A. Om elementen B tar slut innan alla elementA fatt bilda ett par & harA fler element
anpb.

For att formalisera parbildning till ett matematiskt begrepp introducerar man funktionsbegreppet. Vi
repeterardrst den allrdnna definitionen av begreppet funktiéwen om de funktioner som vi betrak-
tar i detta avsnitt har mycket speciella egenskaper.

(11.1) Definition. Med enfunktion fran en nangdX till en mangdY menar man en regel som till
varjer € X ordnar exakt ett element € Y. Man brukar beteckna funktioner med bdkstr (eller
speciella symboler — se exempel nedan). Pivetecknar en funktion &n X till Y somtillz € X
ordnary € Y sa skriver many = f(z)ochf: X — Y. O
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(11.2) Exempel.(a) L&t X = Y = R. Om det tal som svarar matc X arxz? € Y sa skriver man
y = f(x) = 2. Andra exempel @ funktioner fan X = Rtill Y = Rary =23,y = 2%,y =sin z
osv. Vi kan ocka skriva:y = g(z) = 23, y = h(z) = 2%,y = ¢(z) = sin z 0sV.

(b) Lat X = {1,2,3,4,5} ochY = {—1,1}. Lat f(1) = —1, f(2) = 1, f(3) = —1, f(4) = 1,
f(5) = —1. Vi har inte skrivit ragon formel, men vi har definierat en funktion genom att direkt
foreskriva vad som svarar mot varje elementdngdenX (i detta fall kan man skriva en formel —
forsok hitta en &dan!).

(c) Lat X vara mangden av alla @nniskor ochat Y vara mangden av alla naturliga tal. Definiera
f(z) = aldern avz uttryckt i antalet dagar varvid en borjad” levnadsdagaknas som en hel dag.
Detar inte s latt att beakna \ardety = f(z) dax t ex betecknar just Dig. O

Man kanasladliggora en funktionf : X — Y som pilar fanx € X till y = f(z) € Y — se fig. 1.
Man sager ofta atyy = f(z) arbilden avx eller att f avbildar z pay = f(x).

[

Figur 1

De funktioner som vi bebwer for att jamfora olika néngder skall avbilda olika pa olikay. Vi gor
foljande definition.

(11.3) Definition. Man sager att en funktiorf : X — Y arinjektiv (elleren—entydig omx; # x-
medbr att f (z1) # f(x2). Man kallar f surjektiv (ellerpa helaY’) om varje elemeng i Y ar bilden
av (minst) ett element i X. En funktion som Bdear injektiv och surjektiv kallabijektiv . O

(11.4) Exempel.(a) Funktionenf : R — R, dary = f(z) = 22, ar inte injektiv, ty3 # —3, men
f(3) = 32 = (=3)2 = f(—3) (det dr lika bra att valja ett annat nollskilt tal i gtlet for 3). Denar
inte heller surjektiv drfor att t ex—1 inte ar bilden av @gotz € R — det finns inget: € R sadant att
f(z) = 2% = —1.

(b) Funktionenf : R — R, dar f(x) = 2%, ar injektiv darfor attz; # xo implicerar att2** =#
2%2 (tank p funktionskurvandr f!). Men f ar inte surjektiv @rfor att f(x) alltid ar ett positivt tal
(negativa tal och @r inte bilder). Man kan&ja X = R ochY = R dvs\alja somY mangden av
de positiva reella talen. &ar funktionenf : X — Y, dar f(z) = 2* bade surjektiv och injektiv dvs
bijektiv. O



(11.7) 3

Vi kan tanka & en injektiv funktionf : X — Y som pilar fé@n X till Y sadana att pilar fin olikaz
slutar i olikay. Om f ar surjektiv & ar varjey € Y andpunkten av (minst) en pildn X .

Om nuA och B ar tva mangder & kan vi betrakta dem som lika stora om det finns en bijektiv funktion
fran den ena till den andra. Vi uttrycker dét filjande étt:

(11.5) Definition. Man sager att t& mangder A ochB har sammé&ardinalitet (eller sammanaktighet)
om det finns en bijektiv funktiorf : A — B. O

Detta betyder att mot varje € A svararb = f(a) € B pa ett @idant &tt att mot olikaa svarar olika
b och att varjeh svarar mot agota. Parenar (a, f(a)). Intuitivt betyder existensen gz att A och B
har lika manga element. Den intuitionen leder till en deterraskningar @ar man betraktarandliga
mangder. Menat oss brja med ragra exempel@ mangderar andliga.

(11.6) Exempel.(a) Mangdernad = {3,4,5} och B = {11,12,13} har samma kardinalitet. Man
kan helt enkeltakna antalet element i dess@ngder — Bgge har 3 element. Men vi vill aamda den
andra metoden dvs parbildning. Aitbeldver vi en bijektiv funktion fan A till B. Ett exempel a
en sxdan funktiorar foljande:f : A — B, dar

F3)=11, f(4) =12 f(5)=13
dvs vi har bildat tre pa¢3, 11), (4,12), (5,13).

(b) MangdenA = {x € R| 22 — 42 + 3 = 0} och B = {Feskekyrkan, Matematiskt centrum}
har samma kardinalitet. Man konstateratt latt A = {1,3} sa att kagge nangderna har 2 element.
Men vi kan ktt definiera en bijektiv funktiorf : A — B, dar f(1) = Feskekyrkan och f(3) =
Matematiskt centrum, vilken ger parertl, Feskekyrkan) och(3, Matematiskt centrum). 0O

De naturliga taler, 1, 2, 3... svarar mot kardinaliteter av olikindliga nangder: Gar antalet element

i den tomma rAngden, Jar antalet element i varje @mgd som har samma kardinalitet som t ex den
mangd som beéf av endast Dig, ar antalet element i varjeangd som har samma kardinalitet som
t ex den nangd som beét av Dig och Din Bsta kompis, osv. Man kan naturligtviika fragan vad
man menar med eindlig mangd. Den fagan besvarades mycket skickligt av en stor tysk matematiker
Richard Dedekindr 1888. Enligt Dedekindr M en andlig mangd om M inte har samma kardi-
nalitet som nagon av dessikta delmangder. Detta betyder att det inte finns en bijektiv funktio&rir

M till en av dess deli@ngderN med N # M. Man kan ocka uttrycka det & att det intear mojligt

att para ihop elementen\if med elementen i desikta delnngd N (sa att olika element i/ svarar
mot olika element iV). En candlig mangdar alltsa daremot en rangd som har eakta delnangd med
samma kardinalitet som helaamgden.

(11.7) Exempel.HeltalenZ har samma kardinalite&if "lika stora”) som de positiva heltaléh, och
ar alltsd en @ndlig mangd. r att visa det kan vi bilda erdfjd av heltalen:
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och numrera heltalendvre raden med Bjp av de positiva heltalen som pilarna visa.det ttet fr
vi en bijektion mellarZ_. ochZ. Man kan definierd : Z, — Z mera formellt:

(1-n)/2 omn arudda

f(n) = { .....

En mangd som har samma kardinalitet s@m kallasuppraknelig. Vart sista exempelager attZ
ar uppiaknelig. Man kan &ga att en rangd A ar uppéknelig om dess element kan ordnas i @ljdf
ai,az,as, ... , darfor att en bijektionf : Z, — A numrerar elementenA med halp av de positiva
heltalen:f(1) = ay, f(2) = a2, f(3) = as,... osv. OmA ar uppiéknelig & saiger man attd har
upprakneligt nnga elemengller ett uppékneligt antal element

Nu vill vi visa att Q ar uppéknelig, menat oss innan desga en enkel observation som kommer att
visa sig mycket nyttig:

(11.8) Lemma. Om A ar en uppgknelig néingd ochB ar enandlig eller uppéknelig néangd € ar
AU B uppraknelig.

Bevis.Om aq, as, as, ... ar foljJden av alla element A och by, bo, b3, ... ar foljden av alla element i
B (den Bljden kan varaandlig), st kan man bildadlidenas, by, as, bs, a3, bs, ... som innefller alla
element iA U B mojligen med upprepningar. Ur deilfjden kan vi nu stryka varje element vid dess
upprepadedrekomst och & far vi en Bljd av alla element AU B. Detta visar atdU B ar uppéknelig.

]

(11.9) Exempel.Q ar uppéknelig. Forst visar vi att langderfQ ;. av positiva rationella ter uppéknelig.
For att gora det skriver vi ut alla positiva rationella tal i form av tabellen:



(11.10) 5

1 1 1 1
1/2/317/4
2 2 2 2
1/2/3 2
3 3 3 3
1/2 3 1
4 4 4 4
1 2 3 2
Figur 2

Den omfattar alla positiva rationella tal — varje tai. forekommer faktiskt andligt manga gnger
(visa det!). Nu kan man bilda eiljd av dessa tal genom att tilldela dem i tur och ordning de positiva
heltalen 1,2,3,...@man startar% och foljer pilen i enlighet med fig 2. Man hoppéaver de tal som
man redan haratraffat. Alltsa har vi:

= — ==
DN — ol
W — N
=~ — =W
Ul — W=
D — R
~ — Wl

(Man hoppar &r bver% = %). Detta visar att positiva rationella tal bildar en ugmelig méangd,
aven om det int@r sa latt att ge en formeldr funktionenZ., — Q.. Menaven negativa rationella tal
bildar en uppéiknelig mangd (man kan byta alla tecken i fig 2 och resonera som tidigare eller utnyttja
funktionenf(z) = —z som ger en bijektion mellan alla positiva och alla negativa rationella tal). Om
vi nu tar A = alla positiva rationella tal ocl3 = alla negativa rationella taBsfar vi enligt Lemma
(11.8) attQ = A U B U {0} ar uppéknelig(A U B ar uppéknelig som union av & uppékneliga
mangder oci{A U B) U {0} &ar uppiknelig som union av en uggknelig och erandlig mangd). O

Nu ger vi exempel @ en mycket viktig icke-upfaknelig mangd:

(11.10) Sats.R ar inte upp#knelig.



Bevis. Antag motsatsen, dvs att man kan bilda éljdfav alla reella tal. @ kan man ocks bilda en
foljd av alla reella tal i intervallet (0,1) (som en di|fl av alla reella tal):

Tr1 = 0, a11a12013...A1p---
Tro = 0, a210a922023...A2y, ...

dara;, arn : te decimalsiffran i en decimalutveckling ay. Betrakta nu talet

Tr = 0, blbgbg...bn...,

dar
b — 1 omay 75 1,
! 2 oma; = 1.

Trots att talete ligger i intervallet(0, 1) kan det inte finnas bland talen, z»,...,x;, ... darfor atti:te
decimalsiffran av: inte ar lika medi:te decimalsiffran aw; sa attz # z; T fori = 1,2, .... O

Den sista satsen visades av G. Canfi872. En av dess konsekvenseratt de irrationella taleér

"fler” an de rationella @for att de irrationella talen bildar en icke-upgnelig nangd, medan de
rationella bildar en upjknelig. Tag amligen A = rationella tal ochB = irrationella tal. C& ar

R = A U B och eftersomA ar uppéknelig & masteB vara icke-uppiknelig ty annargér A U B
uppraknelig enligt Lemma (11.8). Vi vet redan (se avsnittet om "Induktion och deduktion”) att t ex
V2 ar ett irrationellt tal. Trots att de irrationella taléan”fler” an de rationella kan det tyckas som att
detar s\arare att ge exempebgrrationella talan & rationella. 8 ar dock inte fallet: & snart vi har
ettirrationellt tal har vi @ndligt manga, ty onmu ar irrationellt och- ar rationellt & ara +r irrationellt
(Visa detta! Omr # 0 saar f.0. avenar irrationellt), s varje irrationellt tal ger upphov till lika Bmga
irrationella tal som det finns rationella tal.

Cantor visade ett annat resultat om tahgder, som spelade en mycket viktig roll i matematikens
utveckling och beiste betydelsen av hans teo@mligen att de skranscendentaalen (som t exr
oche) ar fleran dealgebraiskadvs Btter till polynomekvationer med rationella koefficienter. Beviset
gar ut pA att visa att rangden av&dana ekvationeir uppéknelig.

2 kan inte ha té olika decimalutvecklingaraifor att om ett tal har & olika decimalutvecklingardshar en av dem
oandligt manga siffror 0, och den andrazwadligt mainga siffror 9.

tGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) en tysk matematiker som lade gruideenf moderna
mangdteorin.



