Explorativ ovning 11

ANDLIGT OCH O ANDLIGT *

Forsta delen avvningen handlar om begreppet funktion. Sy#ieftt bekanta sig med funktionsbe-
greppet som en parbildning. Vi koncentrerar o&sre viktiga begrepp:

e injektiv funktion,
e surjektiv funktion,

o bijektiv funktion.

Vi aterkommer till funktioner senare i kursen, men nudoah vi enbart begreppet bijektiv funktion
for att amfora storleken av olika &ngder. Man &ger att té@ mangderar lika stora (i matematiska
termer. har samma kardinalitet) om det finns en bijektiv funktion mellan deasgaer. En rangd
somar lika stor som de positiva heltalen kallas ugdprelig. Att bekanta sig med dessa tvegrepp
dvs:

e samma kardinalitet

e uppiaknelighet

ar huvudsyftet med denrigning. Men meningear ocks att Du fir en lattre Hrstelse br skillnaden
mellanandliga och é@ndliga nangder. Vi bljer stencilen Andligt och candligt”.

| forsta hand rekommenderas uppgifterna A, B, D, E, G, H, |, K.

Ovning A

Vilka av foljande nangderar andliga och vilkaar candliga?
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1. Mangden av alla &nniskor som har levtégpjorden.

2. Mangden av alladcker som har skrivits.

3. Mangden av alla ord som har @mits i alla libcker som har skrivits.

4. Mangden av alla heltaliga kvadrater, dvs 0, 1, 4, 9, 16, ....

5. Méangden av alla primtal.

6. Mangden av alla tal mellan 0 och 1.

Ovning B
LatX = {a,b,c} ochY = {3,4,11}.

1. Paraihop elementen iamgdernaX ochY sa att mot olikax € X svarar olikay € Y. Skriv ut
dessa par.

2. Beteckna med' den funktion som Din parbildning definierar. Angé€a), f(b) och f(c). Ar
funktionen f injektiv (surjektiv, bijektiv)? (dessa termebrklaras i stencilen Andligt och
oandligt” pa sid. 2).

3. Ge exempel @ en funktiong : X — Y som intear injektiv. Ar den surjektiv eller bijektiv?

4. Hur manga bijektiva funktioner &m X till Y kan definieras?

Ovning C
LatN = {0,1,2,3,...} vara nangden av de naturliga talen ozh= {0,41,+2,+3,...}
mangden av heltalen.

1. Betrakta funktionery : N — N, dar f(n) = n + 1. Ange f(0), f(1), f(2), f(8), f(102). Ar
funktionenf injektiv? Ar den surjektiv eller bijektiv?

2. Betrakta nuj : Z — Z, dar som ovary(n) = n + 1. Ar g injektiv, surjektiv, bijektiv?

3. Kan Du forklara skillnaden mellarf och ¢g? Vad beror den&? (Din ®rklaring far garna vara
av "intuitiv’ karaktar).

Ovning D

Vilka av foljande funktione@r injektiva, surjektiva, bijektiva?
1. f:N—N, f(n) = n?,
2.9:R =R, g(x) =22,
3.h:7Z — 7, h(x) = 23,



4.7 :R — R, r(z) = 23,
5.5:Z—{-1,1}, s(n) = (-1)",
6.t: A— B, A=1{2,4,6,8,10}, B ={1,2,3,4,5}, t(z) = 3.

Ovning E
1. Visa att alla naturliga tal delbara med 3 bildar en @iorelig nangd.

2. Visa att alla heltal delbara med 3 bildar en ugdprelig nangd.
Ledning. Dessa rangder bestr av alla tal av typeBk, dar k tillhor N resp.Z.

3. Lat A vara en upgiknelig nangd. Lat B vara en andlig delnéngd till A (t ex ar A alla
naturliga tal ochB alla jamna naturliga tal)Ar B uppiaknelig? Bevisa Ditt astiende! Ge
nagra exempeldhur Ditt resultat kan tiimpas.

4. Visa att mangden av allagmna heltal har samma kardinalite&i('lika manga”) som rangden
av alla heltal delbara med 3.

Ovning F

Hilbertst hotell. | Hilberts hotell finns andligt manga rum numrerade 1,2,3,. Hilbert
berattade hur en matematikedste problemet med sin inkvartering dhan fick veta att alla
rum var upptagna. Matematikerrnir$lag tillagaren var att flyttadgsten i rum nr. 1 till rum nr.
2, qasten i rum nr. 2 till rum nr. 3 osv.&det éttet kunde alla @ster & rum och matematikern
kunde ta i besittning rum nr. 1. | verkligheten har hotellet ohagade rijligheter att ta emot
gaster. Brsok experimentera!

1. Det kommer en buss med 50 nyasger. Hur kan deafvar sitt rum @ alla rumar upptagna?

2. Det kommer a@ndligt manga nya gster (uppiikneligt manga). Hurbser man deras inkvartering
i Hilberts hotell?

Ovning G

1. Visa att tv& godtyckliga stackor (medandpunkterna) har samma kardinalitet (dvs punkte&na p
dessa stickor kan paras ihop bijektivt).

TDavid Hilbert (23/1 1862 — 14/2 1943) var en av de mest framstle matematikerna genom tiderna. Hans bidrag
till matematiken &cker flera viktiga on&den. Ar 1900 vid Matematikernasarldskongress i Paris formulerade Hilbert 23
seklet, men agra \antar fortfarande ® sin bsning. Den senasteéxdskongresseagde rum i Berlin i augusti 1998, och
nasta sker i Beijing i augusti 2002.
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2. Visa att t godtyckliga cirklar (med olika radier) har samma kardinalitet.

3. Visa att en cirkel utan en punkt har samma kardinalitet sonaelmie i planet.

Ledning. Placera cirkeln @ linjen som bilden visar octofsok para ihop punkternagocirkeln
med punkternadlinjen.

Ovning H

1.

2.

3.

Visa att mangden av alla pg, b) dara ochb ar naturliga talar uppiéknelig.

Visa att mangden av alla polynomX + b, dara ochb ar naturliga talar uppéknelig.
Visa att mangden av alla tal + bv/2, dara ochb ar naturliga talar uppaknelig.

Kan Du se en likhet mellan uppgifterna 1-3?

Lat A och B vara tv& uppiékneliga nangder. Visa att @ngdenA x B av alla par(a, b), dar
a € Aochb € B ocksaar uppéknelig.

Ledning. Du kan resoneragpsammaatt som i bevisetdr att de (positiva) rationella taleir
upprakneliga.



Ovning |

1. Lat A vara nangden av alla igjliga foljder

aiasas...qy ...,

dar varjea; ar lika med antingen O eller 1. Visa atémgdenA inte ar uppiknelig.

Ledning. Uppgiftenar ganska sar, men bsningenar enklarean beviset att de reella talen
bildar en icke—upgiknelig néngd i stencilen Andligt och dandligt”. Du kan farma beviset i
stencilen. Antag att detdy att skriva ut alladljder av 0 och 1:

ai1@12a13 . - -

(21022023 - - .

(31032033 - - -

Konstruera drefter en ®ljd som med all &kerhet inte finns bland de utskrivna.

Ovning J

For nagraar sedanandes radioprogrammet "Unga snillen spekulerar”. Magdide agra barn
varfor detar battre att ndnniskor har namn i atlet for nummer. Ett av barnen svarade att @et
helt ondjligt med nummer eftersom det finn& sénga nanniskor @& jorden att numren skulle
inte racka till. Nu fort@tter vi att spekulera.

Lat X beteckna alla @nniskor som har levt, lever och kommer att legg@rden.

1. Lat oss numrera alla @amniskor i dendljd de foddes (bt oss anta att det inte har funnits eller
kommer att finnas & manniskor somdds exakt samtidigt). Maréf en funktionf : X —
{1,2,3,...}, dar mot en nAnniska svarar dess "ordningsnummer” (uffbjigen f(Adam) = 1
och f(Eva) = 2 och f(?) = 3, f(Du) =?? osv). Har vi en funktion?Ar den injektiv?
Surjektiv?

2. Ett namnar enandlig foljd av boksaver i ett alfabet. Antag att vi talter alla existerande alfabet.
Lat nuY vara nangden av alla ijliga namn ochatg : X — Y, darg(z) = x:s namn.Ar
funktioneng injektiv? Gar det att definierg sa att derér injektiv?

Trots alltar det trevligare med naném med nummer!

Ovning K

1. Lat oss betrakta enandlig tadgard med @ndligt manga tad som ‘axer Bngs en it linje.
Motivera att tadnmangderar uppéknelig (ge ett receptf hur tdden kan numreras).

2. Visa att varje nangd av parvis disjunkta stckor @ en @t linje ar uppéknelig. Ser Du en likhet
med Brra uppgiften?
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3. Tank Dig nu en andlig tiadgard med a@ndligt manga téd som axeroverallt. Visa att tadméangden
ar uppéknelig (som ovan ge ett recejdtrthur tidden kan numreras).

Ledning. Uppgiftenar ganska sar. Tank & ett t&d som en liten cirkel i planet. Cirkelns
centrum(a, b) kan \aljas & atta och b ar tva rationella tal. Rrefter kan man utnyttja &
tidigaredvningar.

Ovning L

Tre rAgot s\arare uppgifter:

1. Visa att en sticka medandpunkter har samma kardinalitet som efata utanandpunkter
(eller ett intervall[a, b] har samma kardinalitet som intervallet ) — Du far valjaa = 0 och
b=1).

2. Visa att stackan(0, 1) har samma kardinalitet som halvlinjéh, co) (alternativt: (0, co) eller
(_007 O)

Ledning. Den andra uppgiftear rgot enklarean den drsta. Du kan utnyttja t ex funktionen
f(z) =1/z eller2®.

3. Visa att de algebraiska talém uppékneliga.

Foljandeovning i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 3.8 (307)



