Explorativ ovning 7

LMA 100 ht 2002

KOMPLEXA TAL

Ovningens syfte ir att bekanta sig med komplexa tal. De komplexa talen, som &r en utvidgning av de
reella talen, kom till pa 1400-talet d4 man forsokte 16sa kvadratiska ekvationer som tex z2 + 1 = 0,
x? — 2z + 2 = 0 osv. Man kiinde redan till existensen av en allmin formel for kvadratiska ekvationer:

w2 +pr+q=0

har tva reella 16sningar

[ 12 2
xlz—é—)— pz—q och $2:—12—)+ pz—q

om bara diskriminanten A = p? — 4¢g > 0 (om A = 0 s4 ir uttrycket under rottecknet i 16sningarna
lika med O sa att det finns en sa kallad dubbelrot 1 = x5 = —g).

Om man t ex forsoker 16sa ekvationen z2 — 2z + 2 = 0 i enlighet med dessa formler sa fr man

r1=1—+v—-1, 20=1+4++v-1.

Detta verkar vara meningslost, men om man betecknar v/—1 = 4, accepterar att 2 = —1 och sitter in
t ex o1 1 ekvationen sa far man

VL. =(1-4)?-21—-4)+2=1-2i4+i*>—-24+2i+2=0=HL,
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dvs z; satisfierar ekvationen. Aven x5 ir en “losning”. Observera att vi inte bara har accepterat sym-
bolen i och dess egenskap 72 = —1, utan ocksa de vanliga riknelagarna fér “de gamla talen” i samband
med t ex kvadrering. Under 1400-talet och i borjan av 1500-talet borjade man 16sa kvadratiska ekva-
tioner och dven ekvationer av hogre grad med dessa nya tal. Ténk Dig ett barn som endast kinner till
de naturliga talen och plétsligt kommer i kontakt med ett problem som leder till ekvationen 2x = 1
(att dela nagot i tva lika delar). Da dyker ett behov upp av ett nytt tal % Det var ungefiar samma
situation, fast pa en mer avancerad nivd, som ledde till komplexa tal.

Det tog drygt 300 ar innan man kom underfund med en helt tillfredsstdllande definition av de komplexa
talen som fran borjan definierades som: uttryck pa formen

a+bi, dir a,beR och i? = —1.

a kallas vanligen realdelen och b imaginirdelen av z. Vi bekantar oss med den formella definitionen
1 avsnittet om “Talsystem”. I detta avsnitt kommer vi att arbeta med komplexa tal precis som man har
arbetat med dessa tal under flera hundra ar genom att acceptera definitionen ovan.

Observera att tva komplexa tal a + bi och ¢ + di betraktas som lika da och endast d& ¢ = ¢ och
b = d. Man utfor alla vanliga operationer: addition, subtraktion, multiplikation och division pa precis
samma sitt som for vanliga reella tal — det enda som tillkommer r villkoret 42 = —1. Syftet med
denna 6vning 4r att bekanta sig med de grundldggande egenskaperna hos de komplexa talen:

de fyra riknesitten,

konjugat och absolutbelopp,

geometrisk tolkning av komplexa tal,

polér framstéllning,
e 16sning av ekvationer: kvadratiska och binomiska,

enhetsrotter.

Vi foljer Kapitel 6 i Vretblads bok.

Ovning A

1. Los foljande uppgifter i Vretblads bok: 6.1 (601), 6.2 (602), 6.6 (605).

2. Lat z; = a1+ by och zo = ag + b beteckna tva komplexa tal. Hur definieras summan 21 + 2o,
skillnaden z; — 29, produkten z; 2z och kvoten ;—; (hir antas zo # 0)? Skriv ut definitionerna
med ledning av avsnitt 6.2 i Vretblads bok.



Ovning B

1. Lat z = a + bi. Vad menas med det konjugerade talet z (se avsnitt 6.2 i Vretblads bok).
2. Lat z = 3 + 54. Berikna z.

3. Lat 2z, 21, 29 beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:
)z =z,
(b) 21 + 22 = z1 + 22,

() z122 = 2120,

@ () = 2 (20 # 0),

Ovning C

1. Lat z = a + bi. Vad menas med absolutbeloppet |z|?

2. Lat z, 21, 29 beteckna komplexa tal. Bevisa formlerna:
(a) |2|? = 2z,
(b) |2 = |z,
(©) |z122] = |21||22],

Ledning. Kvadrera likheten och anvénd (a)!

@) |2 = 2l (z £ 0).

E>)

21
22

3. Berikna tvé heltal k, 1 sé att (232 + 35%) (102 + 100%) = k? + I2. Anviind komplexa tal och (c).
Kan Du generalisera Ditt resultat?

4. Los foljande uppgifter i Vretblads bok: 6.5 ¢), d), e), f) (603 c), d), e), 1)).

Ovning D

Man tolkar det komplexa talet z = a + bi som punkten (a, b) i ett vanligt ritvinkligt koordinat-
system (se avsnitt 6.4 i Vretblads bok). Man identifierar z med punkten (a, b) — man siger ofta
“punkten 2z” om (a, b). Ibland vill man se talet z som en vektor — oftast fran (0, 0) till punkten

(a,b).
1. Rita ett riatvinkligt koordinatsystem och tolka geometriskt foljande tal:
(a) z = a + bi och z = a — bi (forsok beskriva deras ldge i forhallande till varandra);

(b) Rez = a, Imz = b och |z| = Va? + b%. Kan Du se ett samband mellan |z| och en kénd
sats?

(¢) 21 + z9 dd z1 = a + bi och z9 = ¢ + di. Tolka direfter |21 + 22|, |z1| och |z2];

Ledning. Summan z; + 2 svarar mot diagonalen i den parallellogram som har sina hérn i (de
punkter som svarar mot) (0,0), z1, z2 och z1 + 29.
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2. Kan Du férklara hur triangelolikheten |21 +22| < |21|+|22| kan tolkas geometriskt med hjilp av
forra uppgiften? (for ett algebraiskt bevis av denna olikhet se boken eller foreldsningsanteckningar).

3. Hur tolkas z; — 29 dé& z; och 2, uppfattas som vektorer fran (0, 0) till punkterna z; och z9?
Anvind samma bild som i forra uppgiften. Hur tolkas |21 — z9|? Lat z; = a + bi, 20 = ¢+ di
och skriv ut |z; — z2| — kéinner Du igen en kiind formel?

4. Los dvningar 6.22 a), b), ¢), f) (616 a), b), ¢), )) i Vretblads bok.

Ovning E

1. Betrakta figuren

b z=a+W

och forklara varfor a = |z| cos 6 och b = |z| sin €. Vi forutsitter att z # 0.

Anmirkning. Vinkeln 0 kallas ett argument for z och betecknas § = arg z. Ofta viljer man
denna vinkel sa att 0 < @ < 27. Om @ &r ett argument, sa dr bade 6 4+ 27 och 8 — 27 argument
for z. Man kan skriva

z=a+bi = |z|(cos 6+ isin 0).
Den sista framstillningen kallas polér form.
2. Skriv pa poldr form
(@) z=1+1,
(b) z =3 +i.

3. Lat z; = |z1|(cos 01 + isin 61) och zo = |22|(cos 02 + isin 62) vara komplexa tal pa polir
form. Berdkna produkten z; 29 och kvoten 2—; Skriv dessa tal pa polédr form. Forklara vad som
hénder med beloppen och med argumenten dd man multiplicerar eller dividerar tva komplexa
tal (se avsnitt 6.4 i boken).

4. Los uppgift 6.18 (611) i Vretblads bok.
5. Tolka geometriskt forhallandet mellan ett komplext tal z # 0 och talet 5z?

6. Om z = |z|(cos 6 + isin ), sd dr 2" = |z|"(cos nf + isin nd), vilket kallas de Moivres
formel (se Vretblads bok avsnitt 6.4). Los med hjilp av denna formel uppgifterna 6.39 (628),
6.19 (612) och 6.20 a) (613 a)) i boken.



Ovning F
Kvadratrotter och kvadratiska ekvationer.

1. Vad menas med beteckningen v/—1? Los ekvationen 22 = —1?
Anmiirkning. Med v/a + bi menas vanligen en godtycklig 16sning till ekvationen z? = a + bi.
Denna ekvation har tva olika losningar om a + b7 # 0. Ibland fixerar man en 16sning genom
lampliga villkor. Man skriver mycket ofta 4/—1 for att just beteckna talet ¢ (och ej —z). Vi ger
en string definition av talet ¢ senare i kursen.

2. Berdkna:
(a) V3 + 4,
(b) /7 — 241 (se boken om Du vill),
(©) Vi.

3. Ibdrjan av denna stencil finns allménna formler for 16sningar av kvadratiska ekvationer. Anvind
dessa formler for att 16sa ekvationerna 6.25 (619) och 6.27 (621) i Vretblads bok.

Ovning G

Binomiska ekvationer. Ekvationerna av typen 2" = A, dir A ir ett komplext tal, kallas
binomiska. Lis om dessa ekvationer i avsnitt 6.6 i boken. Om A = |A|(cos a + isin «) sd
ges alla 16sningar pa formen

+27k . a+27k
zr = \/|A|(cos % + sin %),

dirk =0,1,...,n— 1.
1. Los ekvationen z* =
16sa denna ekvation.

—16. Se exempel 1 i avsnitt 6.6. Lids noga. Anvind formeln ovan for att

2. Los ekvationen z° = 2i — 2.

Ovning H

Enhetsrotter. Losningarna till ekvationerna z™ = 1 kallas enhetsrotter. Dessa komplexa tal
har manga anmirkningsvirda egenskaper och spelar en stor roll i matematiken.

1. Berikna enhetsrotterna for n = 2, 3,4, 5,6 och tolka dessa komplexa tal geometriskt (en bild
for varje n).

2. Berikna summan av alla fjirde enhetsrotter dvs alla 16sningar till ekvationen z* = 1. Visa att
Ditt resultat kan generaliseras (studera enhetsrotterna i uppgiften ovan).
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3. Rita enhetscirkeln i det komplexa planet och vilj en godtycklig punkt a pa denna cirkel. Lat
21, #2, 23, 24 beteckna losningarna till ekvationen z* = 1. Berikna summan av kvadraterna av
avstanden mellan a och z; dvs summan

|21 — al® + |22 — a]* + |23 — af> + |21 — a|*.

Forsok generalisera Ditt resultat till enhetsrotterna z™ = 1 for godtyckliga n.

Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 6.5 (603), 6.9 (606), 6.29 (622), 6.30 (623), 6.32 (625), 6.44, 6.47 (634), 6.48 (635), 6.49
(636).



