Explorativ ovning 6

LMA 100, ht 2002

INDUKTIVA OCH DEDUKTIVA RESONEMANG

Syftet med Gvningen &r att 6ka Din problemldsningsformaga och bekanta Dig med olika bevismetoder.
Vart syfte dr ocksd att 6va skriftlig framstéllning av matematisk argumentering. Det &r viktigt att Du
forst liser stencilen om “Induktiva och deduktiva resonemang”. Ovningen bestir av ett antal problem
som ibland formuleras som pastaenden, och ibland, som “forskningsuppgifter” da Du sjélv skall stilla
upp en formodan och direfter ge ett bevis. Man maste vara medveten om att det inte finns nagra
fardiga recept pa hur man 16ser matematiska problem. Problemlosningsformégan och formagan att
klart och tydligt formulera matematiska argument krdver mycket 6vning. Men det &r alltid mycket
viktigt att besvara fragan “Vad skall jag gora?” och dérefter prova olika metoder. Det &r ocksa viktigt
att forsta att matematiska problem for det mesta inte ger upp med en gang. Ofta maste man tinka en
langre tid for att komma pé en 16sning. Slutligen maste man tinka pa att 16sningen borde formuleras
klart och tydligt for att underlitta for ldsaren att folja Dina tankar. Vi foljer stencilen “Induktiva och
deduktiva resonemang”. I forsta hand forsok 16sa uppgifterna A, B, D 1,2, H.

Ovning A

1. Bevisa att 22 = 4 di och endast dd z = —2 eller z = 2.

2. Bevisa att for godtyckliga reella tal z, y géller ekvivalensen

=y’ o=y eler z=—y.

3. Bevisa att 2 > 4 om och endast om z > 2 eller z < —2.

4. Bevisa att
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ddochendastda z +y = 1.

Forsok 16sa uppgifterna pa egen hand. Pa slutet av denna stencil finns ndgra exempel som Du
kan anvinda som ledningar.

Ovning B
Lat n beteckna ett heltal.

1. Visa att om n ir ett udda heltal sd dr n? + 1 ett jimnt heltal. Formulera omviindningen* av den
implikationen. Ar omvindningen sann? Bevisa!

2. Visa att om n limnar resten 1 vid division med 3 (dvs n = 3k + 1 for ett heltal k), sa 4r talet

n? 42 delbart med 3. Formulera omviindningen av den implikationen! Ar omvindningen sann?
Bevisa!

Ovning C
1. Visaatt n? 4 (n + 1)2 4r ett udda heltal.

2. Visa att produkten av tre efterfoljande heltal alltid dr delbar med 6.

Ledning. Tre efterfoljande tal kan betecknas med n — 1, n och n + 1.
3* Visa att produkten av fem efterfoljande heltal alltid &r delbar med 30.

4. Latp > 3 vara ett primtal. Visa att p> — 1 alltid 4r delbart med 24.

Ovning D

1. Lat z vara ett reellt positivt tal. Visa att

T+

SHE

Nir far man likhet?

2. Lat nu a och b vara tva positiva reella tal. Visa att

+

Q| o

> 2.

>V

Kan Du se ett samband med forra uppgiften? Kan Du utnyttja sambandet?

*Omvindningen av A = BirB = A



3. Lat a och b beteckna tva icke—negativa reella tal. Bevisa olikheten:

och motivera att likheten géller precis da a = b.

Tolka olikheten geometriskt genom att rita en rdtvinklig triangel vars hojd A fran den rita
vinkeln delar hypotenusan i tva delar som betecknas med a och b. Det finns en geometrisk
sats som siger att h? = ab.

Anmirkning. Talet A(a,b) = % kallas aritmetiska medelviirdet av a och b, och talet

G(a,b) = Vab kallas geometriska medelviirdet av dessa tal. Olikheten sdger sdledes att det
aritmetiska medelvirdet aldrig 4r mindre 4n det geometriska. Man definierar ocksd harmoniska
medelvirdet:

2

H(a,b) :ﬁ
ats

4. Genom att vilja olika virden pa a och b undersok sambandet mellan A(a,b), G(a,b) och
H (a,b). Formulera en formodan (hypotes) och ge ett bevis.

Ovning E

1. Visa att for alla reella tal @ och b giller a? + 2ab + 3b* > 0.
2. Visa att for alla reella tal a, b och ¢ giller a® 4+ b? 4 ¢? > ab + bc + ac.

3. Visaattom 0 < z < 1sqddr0< z?2 <z < 1.

4. Ar det sant att for godtyckliga reella tal giller ekvivalensen 22 > 42 < = > y? Forsok

formulera ldmpliga forutsittningar om z och y som garanterar att ekvivalensen giller. Bevisa
Ditt pastaende.

Ovning F

1. Studera talen n? + 3n + 2 for olika naturliga tal n (sig, n = 1,2,3,4,5). Ar dessa tal primtal
eller sammansatta tal? Formulera en formodan och bevisa den.

2. Studera talen n* + 4 di n ir ett naturligt tal. Ar dessa tal sammansatta eller primtal? (det &r
mojligt att Du behover en minirdknare). Visa Din férmodan.

3. Nu studera talen n? + 1 for olika naturliga tal n. Vad tror Du om férekomsten av primtal och
sammansatta da n = 1,2, 3,...? Formulera en férmodan angdende dessa tva taltyper. Bevisa
sa mycket Du kan! (Det kan vara hopplost att forsoka bevisa Din formodan i detta fall — Du far
svar under undervisningens gang).
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Ovning G

1. Bevisa att talet 7 inte kan skrivas som summa av tva heltaliga kvadrater. Ge ndgra exempel pa
andra tal, som liksom 7, inte d&r summor av tva heltaliga kvadrater. Ge ocksé néagra exempel pa
tal som kan skrivas som sddana summor.

2. Bevisa att talet 7 inte kan skrivas som summa av tre, men att det kan skrivas som summa av fyra
heltaliga kvadrater.

Anmiérkning. Fragan om vilka naturliga tal n kan skrivas som summor av tva, tre och fyra
kvadrater studeras av flera beromda matematiker bl a Pierre de Fermat, Leonhard Euler och
Carl Friedrich Gauss (1ds om Euler i "Matte med mening” pa sid. 49, och om Gauss pa sid. 37).

Ovning H

1. Bevisa att talet v/5 ir irrationellt.

Ledning: Hirma beviset att /2 inte #r rationellt i stencilen “Induktiva och deduktiva resone-
mang”.

2. Forsok generalisera péastdendet ovan genom att ersitta 5 med andra heltal eller kvadratroten med
andra rotter.

Ledning till Ovning A: (a) Vi visar att 2 = 25 d och endast di z = 5 eller z = —5. Bevis:

P?=2e1’-25=0(z—5)(z+5=0s

r—5=0eller x+5=0&2x=>5 eller x = —5.

Vi utnyttjar “konjugatregeln” (a?> — b%> = (a — b)(a + b)) och den egenskap hos de reella talen som
sdger att en produkt av tva tal dr lika med O da och endast d minst en av faktorerna ir lika med 0.

I (b) kan Du resonera pa samma sitt (eventuellt tinka pa y som om det vore 5). I (¢) ar skillnaden den

att i stillet for “ = ” har vi en olikhet “ < ”. Man bdrjar med

2 >25 2% —25>0 (z—5)(z+5) >0.

Nu maéste man besvara fragan nir (z — 5)(z + 5) > 0. Detta hinder precis da bigge faktorerna dr
positiva eller bigge dr negativa. Forsok ga vidare!

Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 1.5, 1.6 (106), 1.7 (107), 1.46 (136), 1.48 (139).



