LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
i LMA 100 del 1 och MAL 200 del 3 2002-03-15

1. (a) Anviand kvantorer och de logiska konnektiven for att formulera foljande utsaga: Om p ér ett
primtal sa dr 2p + 1 eller 4p + 1 ocksa ett primtal. Ar denna utsaga sann eller falsk? Motivera
Ditt pastaende.

(b) Formulera negationen till utsagan i (a) (sa att negationssymbolen “—” inte forekommer i
svaret). Vilken logisk sanning (tautologi) anvinder Du?

(Du kan beteckna méngden av primtal med t ex P).

(a) Utsagan kan formuleras pé foljande sitt: Vp € P: 2p+1 € PV 4p + 1 € P. Denna utsaga dr
falsk. Man fér ett motexempel da p = 17: 2- 17 + 1 = 35 é&r inte ett primtal och 4 - 17 + 1 = 69 &r
inte ett primtal.

(b) Negationen av utsagan i (a) lyder: = (VpeP:2p+1€PV4p+1€P) & peP:2p+1¢
P A4p+1 ¢ P. Vianvinder hir de Morgans lag: =(AV B) < (-A A -~B) di A och B ir utsagor.

2. Lat A = {z € NJ10 < 22 < 100}, B = {z € Njz < 10 och z ir ett primtal} och C =
{1,2,3,4,5}. Bestiim (A\ B)\ C och A\ (BUC). Ar dessa miingder lika? Giiller Ditt pastaende
for helt godtyckliga miingder A, B, C'? Rita motsvarande Venn—diagram och ge ett bevis som
utnyttjar definitionerna av mingdoperationerna.

Vihar A = {4,5,6,7,8,9}, B ={2,3,5,7} och C som ovan. Alltsd &r (A \ B) \ C = {4,6,8,9} \
{1,2,3,4,5} = {6,8,9}, och A\ (BUC) = {4,5,6,7,8,9} \ {1,2,3,4,5,7} = {6,8,9}.
Mingderna &r lika i detta fall. Genom att rita Venn-diagram (utelimnas hir av tekniska skil), kon-
staterar vi att likheten géller for tre godtyckliga mingder i allmin position. Vi bevisar likheten:
(A\B)\C = A\ (BUQ) for godtyckliga A, B,C.Lat VL = (A\ B)\C ochHL = A\ (BUC).
Vi har:

zeVLeze(A\B)\Ceze(A\B)Az¢gC oz ANz ¢BANz¢(C &

r€ANz g (BUC)<ze€e A\(BUC) < z € HL

Alltsa ar VL = HL.

3. (a) Bestim alla heltaliga losningar till ekvationen 20x + 50y = 430 och utnyttja resultatet for
att hitta alla mojliga satt att med 20-kronorssedlar och 50—kronorssedlar betala 430 kronor.

(b) Ge ett matematiskt argument som visar att 435 inte kan betalas med samma valorer som i

(a).

(a) Vi delar biagge leden i ekvationen med 10, vilket ger en ekvivalent ekvation 2z + 5y = 43. En
partikulér 16sning till denna ir t ex zg = 4,30 = 7 sd att vi har 2z + 5y = 2x¢ + 5yo, vilket ger
2(x — xz9) = 5(yo — y). Eftersom 5 dividerar vinster led och 5 och 2 ir relativt prima, far man
att 5 dividerar x — xg sa att x — zg = bk for ett heltal k. Alltsd ar x = xy + 5k. Ekvationen
2(x — x0) = 5(yo — y) gernu 2 - 5k = 5(yo — y) sd att y = yo — 2k. Den allménna 16sningen till
ekvationen &r saledes x = 4 + 5k,y = 7 — 2k, dir k 4r ett godtyckligt heltal.

For att hitta alla mojligheter att betala 430 kronor med 20— och 50-kronorssedlar soker vi alla (x, y)
sddana att x > 0 och y > 0. Dessa olikheter ger 4 + 5k > 0 dvs z > —% och7—2k>0dvsy < %
Alltsa ar k = 0,1, 2, 3, vilket ger (z,y) = (4,7),(9,5),(14,3), (19,1).

(b) Likheten 20z + 50y = 435 med hela z, y implicerar att 10 | 435, vilket 4r falskt.



(b) Motivera att for godtyckliga heltal a, b ir talet ab(a* — b*) delbart med 5.

(a) Se stencilen om restaritmetiker.

(b)Om 5 | aeller 5 | b s dr det klart att 5 | ab(a* — b*). Om 5 4 a och 5 b sa giller enligt Fermats
lillasats atta* =1 (mod 5) ochb* =1 (mod 5). Alltsidra* —b*=1—-1=0 (mod 5) dvs
5| a* — b*. Detta visar att for alla heltal a, b ir 5 | ab(a® — b*).

. (a) Bevisa med matematisk induktion att for varje n = 1,2, 3, ... ir talet 7, = 92" — 1 delbart
med 5.

(b) Bevisa samma pastaende med hjilp av restaritmetiken modulo 5.

(a) Vi kontrollerar att Ty = 92 — 1 = 80 #r delbart med 5. Nu antar vi att pastiendet giller for ett
k > 1 dvs att 5 dividerar talet T}, = 9% —1 och vi vill visa att pastiendet giller for nista tal n = k+1
dvs 5 dividerar T}, = 92%+D — 1. Vi har:

Thpyr = 92T 1 =9%%+2 _ 1 =81.9%F _1=280.-9%% + 9% — 1.
Denna likhet visar att talet 71 dr summan av tva termer 80 - 92k och T}, som bada #r delbara med 5.

Alltsa ar talet Ty 1 delbart med 5. Enligt induktionsprincipen giller pastaendet for alla naturliga tal
n=1,2,3,... dvs alla T}, ir delbara med 5.

(b) Vi vill visa att talet T}, ger resten 0 vid division med 5. Vi har 9 = —1 modulo 5 dvs [9]5 = [—1]5.
Alltsa ar

[Tnls = 197" — 1]5 = [(=1)*"]s — [1]s = [1]s — [1]s = 0.

Detta visar att talet 7}, limnar resten 0 vid division med 5 dvs 5 | T, for varjen = 1,2,3, .. ..

. Ge exempel pa ett motsigelsebevis (“reductio ad absurdum”) — formulera en sats (vilj sjilv!)
och ge dess bevis.

Se kurslitteraturen! (Du kan t ex bevisa att /3 inte ir rationellt eller att det finns oindligt minga
primtal.)

. Lat a, b vara positiva reella tal. Bevisa olikheten:
1 1
(a+b) (——I——) >4
a b
Nar giller likhet?

Vi har

1 1 a b a b
bl—-+=-)=14+4=-+—-4+1>4 —+—->2
(a+)(a+b) typt tl2zde +-2246

a2+ b2 >2aboa?—2ab+02>0& (a—b)?%>0.

Den sista olikheten 4r sann s att dven var ursprungliga olikhet giller for godtyckliga a, b > 0. Likhet
far man d4 och endast d& (a — b)? =0 dvs a = b.



