LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
i LMA 100 del 1 och MAL 200 del 3, 2002-06-12

1. Avgor om foljande utsaga ir sann eller falsk:

Ve, y ER: 2y >0=2>0Vy>0.

Formulera negationen till denna utsaga sa att negationssymbolen “—” inte fore-
kommer i svaret. Vilken logisk sanning (tautologi) anvinder Du?

Utsagan at falsk. Om vi t ex valjer x = —1 och y = —1 sa far vi zy > 0 trots att bade = och
y inte ar positiva (bdgge ar negativa). Negationen lyder

“(Vz,yeR:2y>0=2z>0Vy>0)<Jz,ycR:2y >0Nz2<0Ay <0.

Vianvéinder hir de Morgans lag: -(AVB) < (=AA-B) och tautologin (A = B) & (AA-B)
da A och B ar utsagor. Observera att —(z > 0) < (z < 0).

2. Lat A, B,C beteckna tre godtyckliga méangder. Ar det sant att att AUC =BUC
implicerar A = B? Implicerar likheten A\ C = B\ C att A = B? Exemplifiera Dina
svar! Besvara samma fragor da man antar att ANC=BNC =.

Ar det sant att att AU C = BU C implicerar A = B? Svar: nej. Vilj A = {1}, B = {2},
C={1,2}. Daar AUC =BUC ={1,2}, men A # B.

Ar det sant att att A\ C = B\ C implicerar A = B? Svar: nej. Vilj som ovan A = {1},
B={2},C={1,2}. Daar A\C=B\C =0, men A+# B.

Nu besvarar vi samma tva fragor da vi antar att ANC = BNC = (. Svaret ar ja. Om
ni AUC = BUC och z € Asaz € BUC. Eftersom z € C sa maste z € B. Pa samma,
satt z € B ger z € A sa att A = B. Exakt samma argument ger att A\ C = B\ C och
ANC =BNC ={ implicerar A = B.

3. (a) Med hjalp av Euklides algoritm berdkna SGD(a,b) da a = 325 och b = 91.
Berikna ocksa MGM(a,b).

(b) For vilka heltaliga virden pa d kan man hitta 16sningar till ekvationen 325z +
91y = d, dér a,b ar givna i (a)? Ge exempel pa tva olika d och pa en 16sning (z,y)
i vart och ett av fallen.

(a) Enligt Euklides algoritm far man: 325 = 91-3+52, 91 =52-1+4 39, 52 =39 -1 + 13,
39 =13 - 3. Alltsa ar SGD(352,91) = 13. Enligt formeln

ab
MGM(a,b) = 7SGD(a )

far vi MGM(325,91) = 32231 — 2275

(b) Om ekvationen 325z + 91y = d har en l6sning (z,y) sa galler 13(25z + Ty) = d sa att
13 | d. Detta ar ett noédvandigt och tillrackligt villkor eftersom 25z + 7Ty = % alltid har
16sningar da 13 | d ty SGD(25,7) = 1. Vi kan t ex véilja d = 13 och da ser vi litt att
25z + 7y = 1 har en 16sning z = 2,y = —7 eller d = 26 d& ekvationen 25x + 7y = 2 har en
losning z =2-2 =4,y = (-7) -2 =—14.



rest limnar z2 +y2 + 22 vid division med 3?7 Motivera att z2 +y2+ 22 inte kan vara
en kvadrat av ett heltal.

Vi kan anta att [z]3 = 0, [y]zs =1, [z]3 = 2 (:c Yy, 2 lamnar olika rester vid division med 3).
D4 ir [z]3 = 0, [y]3 = 1, [z]% = 1dvs [22 + 9y + 2%]3 = [2%]3 + [v%]3 + [¢?]3 = 2. Detta ger
svaret pa den forsta fragan

Vi observerar att [z%]3 = 0 eller 1 (dvs resten av en kvadrat vid division med 3 ir lika med
0 eller 1) s& att summan z2 + y? + 22 aldrig 4r en kvadrat eftersom den limnar resren 2 vid
division med 3 (om z,y, z lamnar olika rester vid division med 3).

. Bevisa med matematisk induktion att for alla naturliga tal n giller likheten:

n(4n? —1)

PP+32+52 4+ +(2n—1)>%= -

Omn =1 fir vi VL = 12 = 1 och HL = 242D — 1 gys VI, = HL.
Nu antar vi att likheten galler dd n =k > 1 dvs

k(4k2 — 1)

12432 +5% 4+ (2k—1)? = 3

och visar att denna likhet géller da n = k + 1 dvs

(k+1)(4(k+1)?2-1)
3 .

12 4+32 452+ + (2k—1)2 + 2k +1)2 =
Vi har

k(4k% — 1)

VL=12+32+52 4+ + 2k —1)> + (2k +1)% = 3

+(2k+1)% =

k(4k*> — 1) + 3(2k + 1)? 4k3 — k + 3(4k*> + 4k + 1)  4k3 + 12k + 11k + 3
3 3 N 3

och

(k+1)(4k+1)2—1) (k+1)(4k* +8k+3) 4k>+12k> + 11k +3

HL = = =
3 3 3

Alltsa ar VL = HL. Enligt induktionsprincipen giller likheten for allan = 1,2, .. ..

. (a) Bevisa att det finns oindligt manga primtal.

(b) Ge exempel pa 12 konsekutiva naturliga tal k,k + 1,...,k + 11 som inte &ar
primtal.

(a) Se Vretblads bok eller stencilen “Delbarhet och primtal”.

(b) Ett “standardexempel” (fran foreldsningar) ar 13!+ 2,13! + 3,...,13! + 13 (tolv tal som
foljer efter varandra och som inte ar primtal). Ett mycket enklare exempel ar 114,115,116,117,
118,119 = 7-17,120,121 = 112,122,123,124, 125,126 (det ir t o m 13 tal som foljer efter
varandra och som inte &r primtal; 113 och 127 ar primtal).



Nar galler likhet?

Vi har:
b b\’
\/§+\ﬁ22¢> \/§+\ﬁ >2 &
b a b a
b
—+2\/7\/7+ >4<:> +2+ >4 &

_+ >2<:>a +b2 > 2ab < (a—b)? > 0.

S

Den sista olikheten ar sann si att dven var ursprungliga olikhet giller for godtyckliga a,b > 0.
Likhet far man d& och endast da (a — b)2 = 0 dvs a = b.



