LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
i LMA100, Aritmetik och Algebra del 1 2002-10-25

1. (a) Anviind kvantorer och de logiska konnektiven for att formulera féljande utsaga: For varje reellt tal «
finns det ett reellt tal y sa att x + y ir ett heltal och z — y ir ett heltal. Ar denna utsaga sann eller falsk?
Motivera Ditt pastaende.

(b) Formulera negationen till utsagan i (a) (sa att negationssymbolen “—” inte forekommer i svaret).
Vilken logisk sanning (tautologi) anvinder Du?

(Du kan beteckna mingden av reella tal med t ex R och heltal med Z).

(a) Utsagan siger: Vo € RIy € R : (x +y) € ZA (z —y) € Z. Utsagan ir falsk. Om vi viljer z = % ochy
r ett godtyckligt reellt tal sé kan inte bade £ + y och § — y vara heltal. Om ndmligen % + y och 1 + y dr heltal
sd dr ocksa deras summa (3 + y) + (3 —y) = 2 ett heltal, vilket dr falskt.

(b) Negationen séiger: 3z € RVy € R : (z +y) € ZV (x — y) & Z. Vi har anvént hir de Morgans lagar bl a
~(AAB) & (mAV-B).

2. Lat A, B, C vara méngder. Betrakta méingderna (A\ B) UC och (AU C) \ (B UC) och rita motsvarande
Venn—-diagram. Bevisa, utan att anvinda dessa diagram, att en av de tva mingderna ir en del av den
andra. Ar mingderna rentav alltid lika? Motivera Ditt svar noga.

Nér man ritar ett Venn-diagram ser man att den andra mingden ir en del av den forsta dvs (AUC) \ (BUC) C
(A\ B)UC. Bevis:

z€(AUC)\(BUC) e ze(AUC)AN2z¢ (BUC) & (zre AvzeC)ANz ¢ BAz ¢ C &

r€EANc¢BAz¢C =€ AN g B=>ce(A\B)=>z€ (A\B)UC

Observera att utsagan ¢ € C A z ¢ C ir falsk (den dr uteldmnad).

Rent allmént ér de tvd méingderna (A \ B) UC och (AU C) \ (B U C) inte lika. Detta framgar klart och tydligt
fran Venn-diagrammet, men man kan ocksd ge enkla exempel utan att rita. Om A = B = C = {1} sd dr
(A\B)UC ={1}och (AUC)\ (BUC) = 0. Men om C = {) s éir dessa méngder lika.

3. (a) Uppdela talen 176400 och 7260 i primfaktorer. Berikna storsta gemensamma delaren till dessa tva
tal.

(b) Hur definieras minsta gemensamma multipeln till tva heltal a och b. Berikna minsta gemensamma
multipeln for talen i (a).

(a) Vi dividerar successivt biigge talen med sma primfaktorer och fir @ = 176400 = 2% - 32 . 52 . 72 och
b= 7260 =22-3-5-112. Genom att vilja de gemensamma primfaktorerna far vi SGD(a, b) = 22 -3 -5 = 60.
Det ir inte svart att berdkna SGD(a, b) med Euklides algoritm (med det var inte nédvindigt i samband med
fragan).

(b) For definition av MGM se kursboken eller stencilen ‘“Delbarhet och primtal”. Genom att vélja primfaktorerna
eller med hjilp av formeln MGM(a, b) = SG]a)ib(ab) far vi MGM(a, b) = 2% - 32 . 52 . 72 . 112,

4. Bestim alla heltaliga 16sningar till ekvationen 13z — 5y = 1 och bevisa att det endast finns en 16sning
sadan att bade z och y ir primtal.

Man hittar utan problem en partikulér 16sning o = 2,30 = 5. Vi har 13z —5y = 13x¢—5yo sd att 13(z—x¢) =
5(y — yo). Alltsd dividerar 5 skillnaden & — ¢ si att x — 29 = 5k for ett heltal k. Insittning i ekvationen
ger 13- 5k = 5(y — yo) dvs y — yo = 13k. Alltsd far vi alla 16sningar: x = zo + 5k = 2 + 5k och
y = yo + 13k = 5 + 13k, k ett godtyckligt heltal.

For att hitta alla 16sningar (z, y) sidana att z, y dr primtal observerar vi att (2,5) &r en sddan l6sning. Vi visar
att det inte finns nagra andra. Om k &r jimnt sa dr z jamnt och den enda méjligheten for att 2 skall vara primt
arxz = 2 dvs k = 0. Detta ger 16sningen = 2,y = 5. Om k #r udda sa &r y jamnt och den enda mojligheten dr
y = 5+ 13k = 2, men da ir inte £ ett heltal. Alltsa finns det endast en mojlighet: x = 2,y = 5.



(b) Motivera ocksa att talet a®' — a &dr delbart med 2, 3, 5, 7, 11, 13 och 31.

(a) 61 dr ett primtal. Alltsa i enlighet med Fermats lilla sats giller 61|a%! — a for varje heltal a.

(b) Vi har a®! —a = a(a%° —1). Om a #r delbart med nagot av talen 2, 3, 5,7, 11, 13 och 31 s4 &r ocksd a®! —a
delbart med detta tal. Antag att a inte &r delbart med négot av dessa tal. Vi har (a®°)! — 1 = (a®°)? -1 =
(@) —1=(a'9® — 1= (a%)!° -1 = (a®)'2 = 1 = (a®)*° — 1 s4 att delbarhet av a®® — 1 med 2, 3, 5, 7,
11, 13 och 31 foljer fran Fermats lilla sats for dessa primtal.

. Bevisa med matematisk induktion att

143:3+5-3%+7-3+---+(2n—1)3"'=(n—1)3"+ 1.

for varjen =1,2,3,....
Omn =1farvi VL = 1 och HL = (1 — 1)3' 4+ 1 = 1. Antag att likheten giller dd n = k dvs

1+3-3+5-324+7-3+---+2k-1)3"1=(k-1)3"+1.

Vi vill visa att likheten géller din = k + 1 dvs

1+3:3+45-37+7-3 +--- 4+ (2k —1)3F" 4+ (26 + 1)3% = k3*+! 4 1.

Bevis:

1+3-34+5-32+7-3%+-- -+ 2k -3+ 2k +1)3* = (k- 1)3* + 1+ (2k + 1)3" =

(k—1+2k+1)3F +1=3k3" +1 = k3" 4+ 1.

Enligt induktionsprincipen giller likheten for allan = 1,2,3. ...
. Lat a, b vara positiva reella tal. Bevisa olikheter:

a+b>2vVab och ab+1>2Vab

och utnyttja dessa tva for att visa olikheten:

(a+1)(b+1) > 4Vab.

Nir giiller likhet?

Vi har
a+b>2Vab s a+b—-2vVab> 0o (Va—vbh)? >0

Eftersom den sista olikheten dr sann sa ir ocksa den forsta i raden ovan. Pa samma sitt visas att den andra
olikheten giller:

ab+1>2Vab < ab—2Vab+1>0 o (Vab—1)2 > 0.

Genom att addera de tva olikheterna ledvis fir man:

ab+1+a+b>4Vab dvs (a+1)(b+1) > 4Vab.

Likhet i den sista olikheten giller di och endast d& den giller i bigge olikheterna dvs /a — Vb = 0 och
viab—1 =0, vilket ger a = b och ab = 1. Allts giller likhet precisdia = b = 1.



