LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
i LMA100, Aritmetik och Algebra del B: 2003-01-18

1. (a) Vad menas med absolutbeloppet och argumentet av ett komplext tal z? Ge geometriska tolkningar av
dessa begrepp.

(b) Bestiim alla komplexa tal z sadana att 2> = i|z|>. Ge en geometrisk tolkning av lésningsmiingden.

(a) Se kursboken.

(b) Metod 1. Lat z = a + bi. Vi har |2]? = a® + b?, s& den givna likheten &r ekvivalent med z? = (a + bi)? =
a® + 2abi — b = i(a® + b%). Allsé ér a® — b2 = 0 och 2ab = a® + b%. Den andra likheten innebir att
a? — 2ab+ b% = (a — b)? = 0dvs a = b. Men a = b ger automatiskt att a> — b% = 0, s4 att den givna likheten
dr ekvivalent med att a = b. Svaret dr att z = a + ai. I det komplexa planet ligger alla sddana z pa bissektrisan
av vinklarna mellan den reella och imaginira axeln som gar genom den forsta och tredje kvadranten.

Metod 2. Vi vet att |z|2 = zZ. Om z = 0 s giller likheten 2> = i|z|%. Antag att z # 0. D4 ger 22 = i2Z att
z =1Z. Alltsd ér z = a + bi = i(a — bi) dvs a+ bi = b+ ai, vilket ger a = b. Samma svar och samma tolkning
som i Metod 1.

2. Los ekvationen iz? + (1 — 5i)z + (1 + 18i) = 0 och skriv dess rotter pa formen a + bi, dér a, b dr reella
tal.

Forst multiplicerar vi ekvationen med —i. Vi far da: 22 — (5 +4)z + (18 — i) = 0. Allts &r
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z:5;zi\/(5;z) _(ls_i)=5;rzi /—48:14z=5—2kzi\/—482+14z.

Vi méste berikna /=48 + 14i = z + yi. Genom att kvadrera far vi (z + yi)? = —48 + 144 sd att 2% +
2xyi — y? = —48 + 144. Alltsé #r 22 — y?2 = —48 och 22y = 14. Genom att beriikna absolutbeloppet far vi
z? 4+ y? = V482 + 142 = 50. Ur 2% — y?> = —48 och 22 + y? = 50 foljer 2 = 2 och y? = 49. Eftersom
xy="Tsddrx=1,y="Tellerx = -1,y = =7 dvs v/—48 + 14 = (1 + 7i). Alltsé &r

719 = 5;'Z:|: V_482+14Z = 5;%:&1271 =3 +4i eller 2 — 3i.

3. (a) Beriikna resten vid division av p(X) = X0 4+ X% 4 ... 4+ X + 1 med X — 1.

(b) Formulera och bevisa faktorsatsen.

(a) Resten vid division av ett polynom p(X) med X — a ir lika med p(a), sa att i detta fall &r resten p(1) =
10419 4 ... +14+1 =101

(b) Se kursboken.

4. Faktoruppdela polynomet p(X) = X* — 2X? — 24 i produkt av irreducibla faktorer i polynomringarna
Q[X], R[X], C[X]. Motivera noga Dina pastaenden!

Viharp(X) = X4 —2X2 —24=X* - 2X2 +1-25= (X2 -1)2-52=(X2-1-5)(X2—-1+5) =
(X? — 6)(X?2 + 4). Faktorerna X2 — 6, X2 + 4 ir irreducibla i Q[X] eftersom dessa tva andragradspolynom
saknar rationella nollstéllen.

I R[X] har vi p(X) = (X? =6)(X?+4) = (X —v6)(X +v6)(X? +4) och polynomet X2 +4 ir irreducibelt
i R[X] eftersom det saknar reella rotter.

I C[X] fortsitter vi: p(X) = (X — vV6)(X + v6)(X? +4) = (X — v6)(X + V6)(X — 2i)(X + 2i). Alla
polynom av grad 1 &r irreducibla (det giller alla fall ovan).



(a) En ekvivalensrelation pa en miingd M.
(b) En relation pa en miingd M som ir reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv.
(c) Ett polynom med reella koefficienter med ett dubbelt nollstiille 7 och ett tripellt nollstiille 2.

Motivera noga Dina svar!

(a) Lat M vara mingden av alla elever i en skola och 14t tva elever x och y vara relaterade, dvs x ~ y, precis
dé x och y gar i samma klass. Man kontrollerar att “~” #r en ekvivalensrelation pA M: x ~ z (ty = och = gari
samma klass), z ~ y ger y ~ x (ty  och y gar i samma klass ger att y och x gar i samma klass), och slutligen,
x ~yochy ~ z gerz ~ z (ty x och y gar i samma klass samt y och z gar i samma klass ger att 2 och z gar i

samma klass).

(b) Lat M = {2,3,4,...} mingden av alla naturliga tal z > 1. Definiera relationen  ~ y < x och y har
(minst) en gemensam primdelare. D4 r relationen reflexiv dvs & ~ z (ty  och z har en gemensam primdelare)
och symmetrisk dvs z ~ y medfor y ~ x (ty om z och y har en primdelare sd har y och z en sddan). Relationen
dr inte transitiv. Tag z = 6, y = 15 och z = 35. Da dr  ~ y (3 &r en gemensam primdelare) och y ~ 2z (5 dr en
gemensam primdelare), men x # z ty 2 och z saknar gemensamma primdelare.

(c) Ett sddant polynom méste innehélla faktorerna (X —4)?2 (i en dubbelrot) och (X —2)3 (2 en trippelrot). Efter-
som polynomet skall ha reella koefficienter s& maste ocksa finnas den konjugerade roten —i med multipliciteten
2 dvs faktorn (X + ¢)?. Alltsd ér svaret p(X) = (X —4)?(X +1)%(X —2)® = (X2 +1)?(X — 2)3.

. (a) Definiera begreppen talring och talkropp.
(b) Visa att alla tal a + by/11, dér a, b € Q, bildar en talkropp K.

(a) Se stencilen om talsystem.
(b) Vi maste visa att den givna talmingden dr sluten med avseende pa de fyra riknesitten. addition, subtraktion,
multiplikation och division. Vi har (a+bv/11) £ (¢4 dv/11) = (a+¢)+ (b£d)V11, (a+bV/11)(c+d/11) =

(ac + 11bd) + (ad + be)V/11. Lt c 4 dv/11 # 0. Dadr ¢ — dv/11 # 0ty ¢ — dv/11 = 0 ger att /11 = ¢/d ir
rationellt om d # 0. Om d = 0 sd dr ¢ = 0, men da dr ¢ + d+/11 = 0, vilket strider mot antagandet. Vi har:

11 11)(c — dv/11 —11 _
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dir

e= g;:ﬂfg och f = CZ:‘;gz ir rationella tal.

. (a) Ge exempel pa en uppriknelig och en icke—uppriknelig mingd. Bevisa ett av Dina pastaenden.

(b) Lat A = Q vara méngden av alla rationella tal och B méngden av alla icke-rationella reella tal. Vad
ar mingden A U B? Ar méngden B uppriknelig eller icke—uppriknelig? Motivera noga alla Dina svar!

(a) Ett exempel pa en uppriknelig mingd &r heltalen, pa en icke-uppriknelig (6veruppriknelig) dr de reella
talen. For bevisen se stencilen ”Andligt och oindligt”.

(b) Méngden A U B ir lika med alla reella tal dvs A U B = R. Som vi vet dr denna méingd icke-uppriknelig.
Eftersom mingden av de rationella talen A = Q &r uppriknelig sd maste mingden B av de icke-rationella
talen vara icke-uppriknelig. Detta beror pa att unionen av tva upprikneliga miangder #r uppriknelig (se samma
stencil) sa att om B hade varit uppriknelig si skulle de reella talen R vara en uppriknelig méngd, vilket dr
falskt.



