LOSNINGAR TILL TENTAMENSSKRIVNINGEN
i MAL200/220, delkurs 4/2: 2003-01-18

1. (a) Beriikna resten vid division av p(X) = X190 + X% 4+ ... 4+ X + 1 med X — 1.

(b) Formulera och bevisa faktorsatsen.

(a) Resten vid division av ett polynom p(X) med X — a ir lika med p(a), sa att i detta fall dr resten p(1) =
1100 4199 ... 4+ 141 =101

(b) Se kursboken.

2. Faktoruppdela polynomet p(X) = X* — 2X?2 — 24 i produkt av irreducibla faktorer i polynomringarna
Q[X], R[X], C[X]. Motivera noga Dina pastaenden!

Viharp(X) = X4 - 2X2 - 24=X4 —2X24+1-25= (X2 - 1)2 -5 = (X2 —1-5)(X2—1+5) =
(X2 — 6)(X? + 4). Faktorerna X2 — 6, X2 + 4 ir irreducibla i Q[X] eftersom dessa tva andragradspolynom
saknar rationella nollstéllen.

I R[X] har vi p(X) = (X2 —6)(X2+4) = (X —v/6)(X +v6)(X? +4) och polynomet X 2 +4 ir irreducibelt
i R[X] eftersom det saknar reella rotter.

I C[X] fortsiitter vi: p(X) = (X — V6)(X + v6)(X? +4) = (X — V6)(X + V6)(X — 2i)(X + 2i). Alla
polynom av grad 1 &r irreducibla (det giller alla fall ovan).

3. Ge exempel pa:
(a) En ekvivalensrelation pa en miingd M.
(b) En relation pa en miingd M som ir reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv.
(c) Ett polynom med reella koefficienter med ett dubbelt nollstiille i och ett tripellt nollstiille 2.

Motivera noga Dina svar!

(a) Lat M vara mingden av alla elever i en skola och 14t tva elever x och y vara relaterade, dvs & ~ y, precis
dé x och y gar i samma klass. Man kontrollerar att “~” &r en ekvivalensrelation pA M: x ~ z (ty z och = gari
samma klass), z ~ y ger y ~ x (ty £ och y gar i samma klass ger att y och 2 gar i samma klass), och slutligen,
x ~yochy ~ z gerz ~ z (ty x och y gar i samma klass samt y och z gar i samma klass ger att 2 och z gar i
samma klass).

(b) Lat M = {2,3,4,...} mingden av alla naturliga tal z > 1. Definiera relationen £ ~ y < z och y har
(minst) en gemensam primdelare. D4 r relationen reflexiv dvs & ~ z (ty  och z har en gemensam primdelare)
och symmetrisk dvs x ~ y medfor y ~ x (ty om z och y har en primdelare sd har y och z en sddan). Relationen
dr inte transitiv. Tag z = 6, y = 15 och z = 35. Da dr  ~ y (3 &r en gemensam primdelare) och y ~ 2z (5 dr en
gemensam primdelare), men z # z ty x och z saknar gemensamma primdelare.

(c) Ett sddant polynom méste innehélla faktorerna (X —i)?2 (i en dubbelrot) och (X —2)3 (2 en trippelrot). Efter-
som polynomet skall ha reella koefficienter sd maste ocksa finnas den konjugerade roten —i med multipliciteten
2 dvs faktorn (X + ¢)?. Alltsd ér svaret p(X) = (X —)%(X +1)?(X —2)® = (X2 +1)%(X — 2)3.

4. (a) Definiera begreppen talring och talkropp.
(b) Visa att alla tal a + by/11, dér a, b € Q, bildar en talkropp K.

(a) Se stencilen om talsystem.

(b) Vi maste visa att den givna talmingden dr sluten med avseende pa de fyra riknesitten. addition, subtraktion,
multiplikation och division. Vi har (a+bv/11) + (¢4 dv/11) = (a+¢)+ (b+£d)V11, (a+bv/11)(c+dV/11) =
(ac + 11bd) + (ad + be)v/11. Latc + dv/11 # 0. Dddrc — dv/11 # 0ty ¢ — dv/11 = 0 ger att /11 = ¢/d éir
rationellt om d # 0. Om d = 0 sd dr ¢ = 0, men da &dr ¢ + d+/11 = 0, vilket strider mot antagandet. Vi har:
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Se kompendiet om Euklidisk geometri.

. Visa att de tre medianerna i en triangel skir varandra i en punkt.

Se kompendiet om Euklidisk geometri.

. I fyrhorningen ABC D skiir diagonalerna varandra mitt itu. Visa att fyrhorningen ABC D ér en paral-
lellogram.

Lat M vara skédrningspunkten. Motsatta vinklarna ZAM B och ZCM D ir lika. Givet 4r att |[AM| = |CM]|,
|BM| = |DM]|. Enligt S—V-S ér AAM D = ACM D, sa vinklarna ZCAB och ZACD ‘r lika och ddrmed &r
AB || CD. Pa samma sitt ger AAMD = ACMB att AD || BC, vilket visar att ABC' D ir en parallellogram.

. Hur manga femsiffriga telefonnummer (utan riktnummer) har minst tva siffror lika?

Det finns sammanlagt 9 - 10 - 10 - 10 - 10 = 90000 telefonnummer bestaende av fem siffror — den forsta kan
viljas pa 9 olika siitt (alla siffror 0,1,2,..., 9 med undantag av 0), och de dvriga siffrorna pa 10 olika sitt.

Det finns 9-9-8-7-6 = 27216 telefonnummer med 5 olika siffror ty den forsta kan véljas pa 9 olika sitt
(som ovan), den andra kan dérefter viljas pa 9 olika sitt (alla utom den forsta siffran, men nollan #r tillaten),
den tredje siffran pa 8 olika siitt (alla bland 0,1,2,...,9 med undantag av de tva redan valda) osv.

Alltsé dr antalet telefonnummer med minst tva lika siffror 90000 — 27216 = 62784.



