Explorativ ovning 8

POLYNOM OCH POLYNOMEKVATIONER*

Syftet med denna dvning dr att repetera gymnasiekunskaper om polynom och polynomekvationer
samt att bekanta sig med en del nya egenskaper hos polynom. Vi kommer att undersoka hur
olika egenskaper hos polynom beror pa deras koefficienter. Darfor betraktar vi polynom med
koefficienter i olika talomraden: 7 (heltaliga koefficienter), Q (rationella koefficienter), R (reella
koefficienter), C (komplexa koefficienter). Vi betecknar med Z[X], Q[X], R[X], C[X] alla
polynom med koefficienter i respektive Z, Q, R och C. Om R betecknar ett av dessa talomraden
sa skriver vi R[X] for alla polynom med koefficienter i R. R[X| kallas polynomringen éver R.
De viktigaste begreppen i detta avsnitt dr

Delbarhet av polynom

Divisionsalgoritmen

Storsta gemensamma delaren

Reducibla och irreducibla polynom

Nollstéllen till polynom (dubbla rétter, multipla rotter)

Faktoruppdelningar av polynom i olika polynomringar

Vi foljer kapitel 7 1 Vretblads bok.
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Ovning A

Den forsta 6vningen dgnas at divisionsalgoritmen. Om f(X) och g(X) # 0 dr tva polynom
sé betecknar vi med ¢(X) och (X)) kvoten och resten vid division av f(X) med g(X).
Man har f(X) = g(X)q(X) + r(X), dédr grad r(X) < grad g(X) eller r(X) = 0.

. Bestdm kvoten och resten vid division av féljande polynom:

(@ f(X)=X*+5X3-3X+2, g(X)=X%2-1

b) f(X)=5X%—2X +1, g(X)=X2+ X

©) f(X)=X*"+2X3+4X2+2X +3, g(X)=X?+2X +3

. Vad kan man séga om resten vid division av ett polynom f(X) med ett polynom X — a?
Vilken grad har resten? Bevisa att resten av f(X) vid division med X — a &r lika med

f(a).

Ledning. Enligt divisionsalgoritmen édr f(X) = (X — a)q(X) + r(X). Vad kan man siga
om 7(X)? Beriikna resten genom insittning av X = a.

. Berikna resten vid division av f(X) med X — a da

(a) f(X) = X?—2X?>+8X +5, a=3

(b) £(X) =3X*+5X2—4X — 11, a = —1

Du behdover inte utfora divisionen!

Ovning B

1. Vad siger faktorsatsen? Forsok forklara hur man utnyttjar faktorsatsen for att 16sa poly-

nomekvationer.

2. Los ekvationen X3 — 6X2+ 11X —6 = 0somharenrot X = 1.

3. Los uppgift 7.9 (706) i Vretblads bok.

Ovning C

Lat K[X] vara en av polynomringarna QX |, R[.X ], C[X].

1. Vad menas med ett reducibelt, respektive irreducibelt, polynom i K[X]?

2. Om mojligt, uppdela foljande polynom i produkt av minst tva polynom av lagre grad i

Q[X], R[X] och C[X]:



(@ f(X)=X2+1

(b) f(X)=X* -1

© F(X) = X* +4
)

d f(X)=X*+2X2+9
Vilka av polynomen ér irreducibla i respektive polynomring?

3. Visa att foljande polynom ér irreducibla i givna polynomringar (dvs inte kan faktoruppde-
las i produkt av tva polynom av lidgre grad):

(a) X* — 21 Q[X]
(b) X2 +2X + 21 R[X]
() X*+1iQ[X]
Ledning. Nista uppgift kan underlitta denna. Om ett polynom har heltaliga koefficienter
och kan uppdelas i produkt av tva polynom av ldgre grad med rationella koefficienter sa
kan det ocksa uppdelas i en produkt av tva polynom med heltaliga koefficienter och samma
grad. Detta pastdende kallas "Gauss lemma” och visas t ex i kursen ”Algebraisk talteori”.
Du far anvinda detta (ganska sjéalvklara) resultat i (c).

4. Lat f € K[X]. Visa att
(a) Om grad f > 2 och f har ett nollstille i K sa dr f reducibelt i K[X].
(b) Om grad f = 2 eller 3 sd édr f reducibelt i K[X] da och endast da f har nollstéllen i K.

(c) Konstruera ett exempel som visar att (b) inte giller da grad f = 4.

5. Faktoruppdela de givna polynomen i produkt av irreducibla i Q[X], R[X] och C[X]:
(@ X* -1
(b) X4+ X2 -6
(c) X6 +1

Ovning D

1. Vad menas med att ett polynom d(X) € K[X] delar ett polynom f(X) € K[X]?

2. Vad menas med storsta gemensamma delaren till tva polynom f(X) och ¢g(X)? Berikna
SGD( f, g) med hjilp av Euklides algoritm da
(@) f(X) = X% — 14X — 4, g(X) = X?—3X — 2
b fX)=X4-1, g(X)=2X3-X?2+2X —1

Anmiérkning. P4 samma sitt som for heltal visar man att SGD(f, g) = fp+ gq, ddr p och
q ar lampliga polynom. Polynomen p och ¢ kan berdknas med hjilp av Euklides algoritm.
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3. Bevisa att om tva polynom f och g ér relativt prima dvs SGD(f, g) = 1 och f|h samt g|h
sd fg|h. Kan Du se en likhet med en sats om heltal? Vilken?

4. Bevisa att om ett polynom d delar produkten fg av tva polynom och d ir relativt primt
med f (dvs SGD(d, f) = 1) sa d delar g. Vad sdger motsvarande sats om heltalen?

Ovning E

Losning av ekvationer. En polynomekvation ir en ekvation av typen f(X) = 0, dir
f(X) dr ett polynom. Svérigheterna med att 16sa sddana ekvationer vixer med graden.
Helt banalt 16ser man forstagradsekvationer: ax +b = 0, a # 0 ger z = —%. For

andragradsekvationer ax’?+bx+c=0,a # 0, har man den vilkinda formeln

som kan hirledas med kvadratkomplettering. For ekvationer av grad 3 och 4 existerar
mycket mer komplicerade formler som man lyckades hérleda under 1500-talet. Man vet
att for helt godtyckliga ekvationer av grad > 5 dr det inte mojligt att uttrycka rotterna med
hjélp av de fyra riknesitten och rotutragningar som tillimpas pa ekvationens koefficienter.
Detta visades av den store norske matematikern N.H. Abel® och den lika berémde franske
matematikern E. Galois! Rent praktiskt 16ser man ofta polynomekvationer med numeriska
metoder som ger helt tillfredsstillande ndrmevirden till 16sningarna. Ibland utnyttjas enkla
satser vars tillimpningsmdojligheter dr ganska begrinsade nir det giller att 16sa ekvationer,
men &r helt tillrdckliga i undervisningssammanhang. Vi har tva sadana satser i kursboken:

Om ett rationellt tal g, dir p,q € 7Z, SGD(p,q) = 1, dr ett nolistdlle till polynomet
f(X) = anX™ + a1 X" 1 + - + a1 X + ag med heltaliga koefficienter a;, s dr p en
delare till den ligsta koefficienten ay, och q dr en delare till den hogsta koefficienten a,.

Om « dir ett (komplext) nollstdille till ett polynom f(X') med reella koefficienter, dvs f(a) =
0, sd dr ocksa & ett nollstdlle till f(X), dvs f(a) = 0.

tNils Henrik Abel (5/8 1802 — 6/4 1829). Abel visade sina resultat om ekvationer av grad > 5 nir han var 19 ar
gammal. Han 16ste manga viktiga matematiska problem inom flera olika omraden. I Oslo finns hans monument i
den Kungliga Parken.

Evariste Galois (25/10 1811 — 30/5 1832). Under sitt mycket korta liv skapade Galois en mycket viktig teori
idag kallad ”Galoisteori” som sysslar med polynomekvationer. Han visade hur abstrakta matematiska teorier kan
bidra till att 16sa komplicerade matematiska problem. Pa det sittet bidrog han till utvecklingen av den moderna
matematiken. Galois lade grunden for gruppteorin och teorin for dndliga kroppar. Dessa teorier har stor betydelse
for hela matematiken och dess tillimpningar inom fysik, kemi, kodningsteori och radarkommunikation.



1. Los foljande ekvationer:
(@ X3 —6X24+11X-6=0
(b)2X? - X?+2X -1=0
(c) Ovning 7.30 (719) eller 7.31 (720) i Vretblads bok.

2. Los uppgifterna 7.22 (714) och 7.25 (717) 1 Vretblads bok.

3. Man vet att polynomet X4 — 2X3 + 3X? — 2X + 2 har ett nollstiille 1 + . Bestim alla
andra nollstillen till polynomet.

Ovning F

1. Lat N = ana,_1--.a1a beteckna ett naturligt tal med siffrorna a; (t ex N = 452 =
asaiag med ag = 2, a; = 5, as = 4). Betrakta polynomet

(%) F(X) = anX" +a, 1 X" 4+ X + .

(a) Delbarhetskriterium vid division med 3 och 9. Visa att N dr delbart med 3 (respek-
tive 9) dd och endast da siffersumman i NV dr delbar med 3 (respektive 9).

Ledning. Dividera f(X) med X — 1. Observera att N = f(10) och att siffersumman i
N idr lika med f(1). Sdtt in X = 10 och drag slutsatsen att /N och dess siffersumma ger
samma rest vid division med 3 (respektive 9).

(b) Delbarhetskriterium vid division med 11. Visa att NV ger samma rest vid division
med 11 som sin alternerande siffersumma ag — a; + ag — az + - - - + (—1)"a, (exempel:
1936 ir delbart med 11ty 6 — 3 + 9 — 1 = 11 &r delbart med 11).

Ledning. Gor som i (a), men ersdtt X — 1 med X + 1.

Ovning G

Derivatan av ett polynom. Lat f(X) = ap + a1 X + ... + a, X" € K[X]. Derivatan av
f(X) definieras helt formellt som

f(X)=a;+2a:X +... +na, X" .

Man kan utan svarigheter kontrollera de vanliga deriveringsreglerna

(f+9) =f+g och (fg)=fg+fd.
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1. Visaatt a € K ir ett multipelt nollstélle till f € K[X] (dvs a har multipliciteten > 1) da
och endast da f(a) = f'(a) = 0.

Losning. "= Lat f(X) = (X —a)?q(X) (multipliciteten av a ir minst 2). Da &r f'(X) =
2(X —a)q(X) + (X —a)?¢'(X) sdatt f(a) = f'(a) = 0.

”<=" Antag att f(a) = f'(a) = 0 och att multipliciteten av a &dr 1 dvs f(X) = (X —a)q(X)
och g(a) # 0. Dadr f'(X) = ¢(X) + (X — a)¢'(X) sa att f'(a) = ¢(a) # 0 —en
motsdgelse.

2. Bestim reella tal a och b sé att polynomet f(X) = aX 20 4+ pX199 4 1 &r delbart med
(X —1)2.

3. Los uppgift 7.58 (733) i Vretblads bok.

Ovning H
1. Los foljande kvadratiska ekvationer genom att utnyttja sambandet mellan rotter och koef-
ficienter, Vretblad sid. 177 (144—145) (utan formler eller kvadratkomplettering):
(@) X?2-6X+8=0
b)) X2+5X+6=0
©X?-X-2=0
2. Lat z,, 79, 73 beteckna rétterna till ekvationen a X2 + bX? + c¢X +d = 0, a # 0. Skriv ut

sambanden mellan ekvationens rétter och koefficienter. Ange en ekvation av grad 3 med
rotterna 1,2,3.

3. Létzy, x9 och x3 vara rotterna till ekvationen X®—5X2+6X +7 = 0. Beridkna 23 +x3+x3
och 23 + 73 + z3.
Foljande 6vningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 7.9 (706), 7.10 (707), 7.16 (712), 7.21 (713), 7.23 (715), 7.24 (716), 7.32 (721), 7.33
(722),7.52 (727), 7.54 (729), 7.59 (734), 7.62 (737).



