Explorativ ovning 9

RELATIONER OCH FUNKTIONER *

Ovningens syftér att bekanta sig med begreppaiation pa en nangd)/. Begreppet "relation”

i matematiska sammanhang anknyter till betydelsen av samma ord i vardagliga situgiiener d
relation oftaar ett samband mellan avindivider (dvs ett par). Den formella definitionémn
foljande (se ocks Vretblads bok avsnitt 3.2, 3.3):

(9.1) Definition. Med enrelation R pa en nangd)M menas en godtycklig émgd bestende av
par(z,y), darx,y € M. Med andra ordir en relation p M en godtycklig delrangdR till den
kartesiska produkten

MxM={(z,y) :x,y € M}.

Omuz,y € M och(z,y) € R, dar R ar en relation p M sa skriver man ofta: ~ 3. Men” ~”
ersatts oftast med andra tecken som traditionellt beteckaad& relationer t ex med< ” eller

2 |?7

Exempel. (a) Lat M vara nangden av alla elever i en skola. \értitsatter att skolarér av
"gammal modell” & att varje elev tilllor exakt en klass. Tveleverz ochy ar relaterade, dvs
x ~ y, precis @z ochy gar i samma klassR besér i detta fall av alla pafz, y), darx ochy
ar tva elever som @ i samma klassafen par(z, ) ar tillatna —z gar i samma klass som sig
sjalv!).

(b) Lat M = {1,2,3,4} och lat

*LMA100 ht 02



2 Explorativ dvning 9

R={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,4),(3,3), (4,4)}.

Man skriverl ~ 1, 1 ~ 2 osv. Man har sammanlagt 16 par,y) i M x M, men endast 8 par
ingar i relationenk. RelationenR ar helt enkelt delbarhetsrelationea pangden), dvsz ~ y
precis & x|y.

(c) Lat M = R vara mangden av de reella talen. Definidia= {(z,2?) : x € R} C M x M.
Relationenk ar helt enkelt grafen av funktionef(z) = z?, dvs den besir av alla punkter &
parabelrny = 2. Har har viz ~ y precis dy = 22.

Ett helt allmant relationsbegrepir inte éwrskilt amandbart, men i matematiska situationeramy
der man i synnerhet vissa relationer som satisfierar vissa ytterligare villkor. Vi diskubesar f

ekvivalensrelationer med dartill horandeekvivalensklasseroch partitioner , vilket aven be-
handlas i Vretblad 3.3, ochadefter, mycket kortprdningsrelationer ochfunktionsgrafer.

(9.2) Definition. En relation” ~ ” pa en nangd)M kallas ©r enekvivalensrelationom
() x ~ x (reflexivitet),

(s)x ~ y implicerary ~ x (symmetri),

(t) x ~ y ochy ~ z implicerarx ~ z (transitivitet),

dax,y,z € M. O

Exempel.Lat som ovanV/ vara nangden av alla elever i en skola oét iva eleverr ochy vara
relaterade, dvs ~ y, precis &z ochy gar i samma klass. Man kontrollerar utarasigheter att
"~" ar en ekvivalensrelationdaV/: = ~ x (ty x ochz gar i samma klass); ~ y gery ~ z (ty

omz ochy gar i samma klassasgar y ochz i samma klass), och slutligen,~ y ochy ~ z ger

x ~ z (ty omz ochy gar i samma klass samtoch » gar i samma klassasgar z och z i samma
klass).

(9.3) Definition. Lat~ vara en ekvivalensrelatioragen nangd)/. Med ekvivalensklasserav
x € M menas rangden

[z] ={y e M :y ~x}.

Vi har alltsay € [z] & y ~ x. Man sager attr ar enrepresentantfor klasserz). O
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Om M ar mangden av alla elever i en skola aclr en elev, 8ar ekvivalensklassen] mangden
av alla elever somay i samma klass som. Varje elev representerar sin klass.aiyden av
alla klasser ger en partition a — varje elev @r i en klass och olika klassér disjunkta. Rent
allmant definierar vi:

(9.4) Definition. En partition av en nangdM ar en uppdelning av alla element tiflkande)M
i parvis disjunkta delrangder. O

Vi visar nedan att ekvivalensklasserna till en ekvivalensrelatii/putgor en partition av/,
dvs M ar unionen av alla ekvivalensklasser och olika ekvivalensklgsgearvis disjunkta.
(9.5) Proposition. Lat M vara en nangd med en ekvivalensrelatien

(a) Varje element M tillhor en ekvivalensklass, mera exakte [x].

(b) Tva element representerar samma ekvivalensklassah endast @ dear ekvivalenta, dvs
[z] = [y &z ~y.

(c) Tva olika ekvivalensklasseéir disjunkta.

(d) M ar unionen av alla ekvivalensklasser.

Bevis. (a) ar klart tyz ~ = innelar attz € [x].

O)[z] =[y] =z € [z] =[y] = = ~ y. Antag nu attr ~ y. Omz € [z] sAgerz ~ z ochz ~ y
attz ~ y sa attz € [y]. Alltsadar|[z] C [y]. = ~ y ger ock@y ~ = som allté gery] C [z].

(c)Omz € [z] N [y] sddrz ~ x ochz ~ y s attz ~ y ur symmetrin och transitiviteten (~ =
gerr ~ z som med: ~ y gerz ~ y). Enligt (b) ar[z] = [y]. Detta betyder att orfx] # [y] s&
saknar dessa klassexgot gemensamt element

(d) Foljer direkt ur (a). O

(9.6) Foljdsats. For varje ekvivalensrelation® M galler att ekvivalensklasserna bildar en
partition av M.

Bevis. Foljer omedelbart fan (c) och (d) i (9.5). .
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Omvant galler att omM ar en néngd (t ex nangden av alla elever i en skola) s@muppdelad i
parvis disjunkta del@angder); (t ex klasser), dvd/ = UM; ochM; N M; = () omi # j, sa har
man en ekvivalensrelatiord@/: man definierax ~ y dax ochy tillh 6r samma partitionséamgd
M.

Detta visar att ekvivalensrelationea prangder helt enkelar partitioner av dessaangder. En
partition ar en klassifikation av angdens element med avseen@een viss (ofta intressant)
egenskap — denna egenskapgiven genom en ekvivalensrelatiod pangden @nk igen @
elever i en skola och deras "klassifikation” efter tilligheten till olika klasser).

En annan mycket vanlig typ av relatiorérordningsrelationer.

(9.7) Definition. En relation” < ” pa en nangd/ kallas enpartiell ordningsrelation (eller
enpartiell ordning ) om

(n) = =< z (reflexivitet),

(&) z < y ochy < x implicerarx = y (antisymmetri).

(t) z <y ochy < z implicerarz < z (transitivitet),

Man skriverz < y omzx < y ochz # y. Om dessutom en relation= ” satisfierar

(3) for godtyckligazr,y € M gallerz < y ellery < x ellerz = y (trikotomi),

eller, ekvivalent & (r, a, t) d@ller,

(j) for godtyckligax,y € M gallerz < y ellery < x (jamforbarhet)

sa sager man att relationedr en (otal eller linj ar) ordningsrelation (eller enordning) pa M.

0J

(9.8) Exempel. (a) Lat M = R och latz < y betecknar den vanliga ordningsrelationert y
pa de reella talen. Vi vet mycketaV att den relationeir en ordningsrelation i enlighet med
definitionen ovan.

(b) L&t M = N = {1,2,3,...} vara nangden av de naturliga talen. Relationgp (dvs "<"
tolkas som 1") ar en partiell ordningsrelatiordN ty z|z, omz|y ochy|z SAz = y samt omz |y
ochy|z sax|z. Men”|” ar inte en ordningsrelation, ty (3) eller (j) i definitionen ovailler inte
da mant ex @ljerz = 2 ochy = 3. O
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(9.9) Vi avslutar med observationen att varje funktign: X — X definierar en relation —
namligen naingden av alla parr, f(z)) € X x X.

Lat oss pminna om att med efunktion fran en nangdX till en mangdY” menar man vanligen
en regel som till varjer € X ordnar exakt ett element € Y. Da skriver mary = f(z) och
f:X-=>Y.

| vart fall har viX = Y och vi far en relation f X genomz ~ y om och endast om = f(z).
Den delnangd avX x X som relationen beat av,

Ly ={(z, f(2)) - 2 € X},

kallas oftagrafen av funktionenf.

Ovning A

1. Lat M vara nangden av alla irinare i Gteborg. Betraktadljande relationer ~ y da
x,y € M och av@r om dear reflexiva, symmetriska, transitiva, ekvivalensrelationer:

(a)z ~ y da och endastalr ochy ar fodda samma dag.
(b) x ~ y da och endastalr ochy bor i samma stadsdel.
(c) z ~ y da och endastalr ochy kanner varandra.

(d) x ~ y da och endastalr ochy ar gifta med varandra.

2. Ge i varje exempel ovanédrelationerar en ekvivalensrelation en beskrivning av alla ekvi-
valensklasser genom athja en representandif varje klass.

Ovning B

1. Vilka av de Bljande relationernagpden givna rangden)M ar ekvivalensrelationer:
(@) M = 7Z, x ~ y da och endastal|z — y. Generalisera detta exempel.
(b) M = N, z ~ y da och endastalr ochy har samma primfaktorer.
(c) M =N, x ~ y da och endastalry ar en kvadrat av ett naturligt tal.
(d) M =R?, (a,b) ~ (c,d) da och endastah = d.
(e) M = R?, (a,b) ~ (c,d) da och endastaa = c ellerb = d.
(f) M =R, a ~ bda och endastaa — b ar ett heltal.
(9) M =R, a ~ b da och endastaab > 0.
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2. Ge i varje exempel ovanadrelationerar en ekvivalensrelation en beskrivning av alla ek-
vivalensklasser genom atla en representandif varje klass. Brk tolka ekvivalen-
sklasserna geometriskhdddana tolkningaar mojliga.

Ovning C

1. Ar det sant att reflexivitet i definitionen av en ekvivalensrelatioljef ur symmetrin och
transitivitet enligt 6ljande resonemang:atz € M. x ~ y gery ~ z eftersom’ ~ ” ar
symmetrisk. Allt& ger transitivitetenr ~ z.

2. Ge exempel f mangderM och relationer som satisfierailfande villkor:

(a) reflexiv och transitiv, men inte symmetrisk,
(b) reflexiv och symmetrisk, men inte transitiv,
(c) transitiv och symmetrisk, men inte reflexiv.

Ovning D

1. Vad menas med en partiell ordningsrelation och en ordningsrelation? Exemplifiera defini-
tionerna!

2. Vilka av foljande relationer & de givna rangdernaX ar partiella ordningsrelationer?
Vilka av demar ordningsrelationer?
(@) M =R, a < b da och endast@la® < b.
(b) M =N, a < b da och endastala?|v?.

(c) M = alla reella funktionerf : R — R och f < ¢ da och endastalf(z) < g(z) for
varjex € R.

Foljandeodvningar i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 3.9 (308), 3.26 (320), 3.32 (326), [3.33 (328)].



