Kapitel 10

TALBEGREPPET *

Vi har redan nitt olika typer av tal: naturliga, hela, rationella, reella och komplexa, betecknade med
N, Z,Q, R resp.C. Vad ar det som skiljer olika taldngder? Finns det andra typer av tal? Vad menas
egentligen med ett tal? Vi skalbfsoka svara p dessa figor genom att analysera olika egenskaper
hos olika taln@ingder. Men svarear inte alltid enkla, och riktigt tillfredsatlande svar kaver ibland
djupare kunskaper sorfstar tillgangliga i senare kurser.

ViharN = {0,1,2,3,..},Z = {0,£1,£2,43, ...}, Q = {* : m,n € Z, n # 0}. Detar inte lika
latt att beskriva alla reella och komplexa tal. Vi skalibka gora det i detta avsnitt och visa hur och
varfor man definierar olika typer av tal.

Alla tal kan adderas och multipliceras. Detta betyder atizomehb ar tva tal st kan man bilda deras
summaa + b och deras produktb. Detar mycket viktigt att omX betecknar agot av talomadena
ovan €

(1) a,be X =a+b,abe X,

dvs summa och produkt avdwval av samma tyjar av samma typ. Huar det med de # andra
rakneg&tten — subtraktion och division? Om maraker att

(2) a,be X =>a—-beX,
saar det inte ndjligt att valia X = N, ty trots atttex2,3 € Nsa2 — 3 = —1 ¢ N. Daremot kanX

vara lika medz, Q, R, C. Hur ar det med

(3) a,beX:>%eX?
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Forst och famst naiste man tithgga att # 0 (varfor?). Detar klart attN och Z saknar egenskapen
B)tytex2,3 € Z, men% ¢ 7. De andra talon&denaQ, R och C uppfyller villkoret (3) (med

b # 0). Man sager attQ, R ochC ar slutna med avseenda ge fyra aknegtten.Z ar inte sluten med
avseende@division, ochN ar inte sluten med avseend& gubtraktion eller division. Det visar sig att
just slutenheten med avseendegdika operationer @r de fyra aknegtten) har en stor betydelsam
det caller skillnader mellan olika taloraden. Av den anledningen har mandnffoljande begrepp:

(10.1) Definition. Man sager att en tali@ngd K ar entalkropp om1 € K och K ar sluten m a p de
fyra raknegtten, dvs onu,b € K sAa+b,ab € K, ochifallb #0, ¢ € K. O

Som exempel kan viamna kroppen av de rationella tal€h de reella talerR och de komplexa
talenC. Finns det andra talkroppar? Svaaeiatt det finns ranga fler, t o m andligt manga. Innan vi
konstruerar andra talkroppaitloss anka en stund®N ochZ som intear kroppar meranch maste

anses som mycket viktiga taimgder. Heltale@r den enklaste talamgd som kallasir ring:

(10.2) Definition. Man sager att en talngd R ar entalring om1 € R och R ar sluten m a p
addition, subtraktion och multiplikation, dvs omb € R sda + b, ab € R. O

HeltalenZ ar en talring. Detir ocks klart att varje talkropg@r en talringN ar inte en talring.

Hur kan man konstruera talringar och talkroppar? Vi visar en enkel sat@seithspecialfall av en
mycket alln&n konstruktion av talringar och talkroppar.

(10.3) Sats.Lat R vara en talring ochét o vara ett tal @dant atta ¢ R mena? € R. D& bildar alla
tal

a+ ba, dar a,b € R,
en talring som betecknas métla]. Om R ar en kropp & ar ocksa R[«] en kropp.

Innan vi bevisar satseatl oss titta p nagra intressanta exempel:

(10.4) Exempel.(a) LAt R = Z och &ta = /2. D& har viv/2 ¢ Z och(v/2)? = 2 € Z. Satsen#ger
att talen

a+bV2, dar a,beZ,

bildar en ring. Om vi i sillet for Z valjer R = Q far vi att talen
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a+bV2, dar a,beQ,

bildar en kropp. Detta betyder bl a att kvoten a& tala + bv/2 ochc + dv/2 # 0 mede, d € Q maste
kunna skrivas som + f1/2, dare, f € Q. Lat oss pova:

1+v2  (1+V2)3-2v2)
3422 (34+2v2)(3-2v2) L V2

Det har kan inte vara&gonoverraskning — det finnsamga liknande exempel i grundskolaasdticker!
(b) | stallet for a = v/2 kan man valjaa = \/a, dara ar ett godtyckligt heltal&dant att,/a ¢ Q. Pa
sa st far vi oandligt mnga ringaf[/a | och kroppaQ[,/a |. Ar de verkligen olika? Deér ganska
|att att visa attdr olika primtalp ar kropparnaQ[,/p| olika (sedvning B). Alltsa existerar andligt
manga olika kroppar eftersom primtalen bildar émdlig mangd.

(c) En mycket intressant ringif man é& man \alier R = Z ocha = 4. Vi hari? = —1 € Z. Enligt
satsen bildar talen

a+ bi, dar a,b € Z,

en ring. Tal av denna typ kallaBaussiska heltal’. De spelar en viktig roll i algebraisk talteori. O

Lat oss nu bevisa satsen:

Bevis av (10.3)Latz = a + b, y = ¢ + da € R[a]. Vi vill visa att R[«] &r en ring, dvs att: + v,
zy € Rla]. Vihar

rty=(a+ba)*(c+da)=(atc)+ (btd)a € R[q]

samt

zy = (a + ba)(c + da) = (ac + bda?) + (ad + be)a € Rla] ty o® € R.

Om R ar en kropp, vill vi visa attr,y € R[a] ochy # 0 gerxz/y € R|a]. Dettaar lite s\arare. Har
har vi:

TC.F. Gauss (30/4 1777 - 23/2 1855) var en tysk matematiker — en av de mest betydelsefulla i matematikens historia.



r a+ba  (a+ba)c—da) ac—bda? bc — ad

y c+da (c+da)(ic—da) 2 —d2a? T E a2

=e+ fa,
dar

ac — bda? bc — ad
62762_(12&2 € R och f:7c2—d2a2 €ER

ty R ar en kropp. Alltdz/y € R[a].

Beviset kan te sig avslutat men det finns en punkt saimereftertanke. Vi vet att+ da # 0 och vi
forlanger baketz /y medc — da. Far vi gora det? Med andra ordy c — da # 0?7 Antag motsatsen,
dvs attc — da = 0. Omd # 0, far via = ¢/d € R vilket strider mot antagandet om Omd = 0, sa
gerc — da = 0 attc = 0, vilket betyder att + da = 0 — en motagelse igen! Alltdarc — da # 0
ochart bevisar fullstandigt. O

Lat ossaterkomma till allnanna funderingadver talen och deras egenskapeard kunskaper om
olika talom@&den bygger @ var formaga att hantera talen. | praktiken betyder det atbijef olika
regler rar vi utfor olika rakneoperationer. Vadr det br regler? Du kandkert ramna eller skriva ut
sadana regler som t ex associativiteténdddition:a + (b + ¢) = (a + b) + ¢, eller kommutativiteten
for multiplikation:ab = ba. Hur manga &dana regler finns def@ alla lika viktiga? Nar kan man vara
saker @& att man har allagdvandiga regler? &lana fagor har sysselsattanga nanniskor och svaren
pa dem bygger & matematisk forskning under en ganskagd tidsperiod. Hr foljer en Brteckning
over de viktigasteaknelagarna i en talamgdR i vilken de kan vara uppfyllda eller ej — allt beroap
hur man \aljer R :

(10.5) Egenskaperna hos addition och multiplikation:

Addition:
(a) slutenhet: Va,b € R a,be R=a+b€R,
(b) associativitet:  Va,b,c € R (a+b)+c=a+ (b+c),
(c) kommutativitet: Va,b € R a+b=0b+a,
(d) neutralt element: 30 € RVa € R 0+a=na,

(e) motsatt element: Va € R Im(a) ¢ R a+m(a) =0 (m(a) betecknas meda).

Multiplikation:
(f) slutenhet: Va,b € R a,be R= ab e R,
(g) associativitet:  Va,b,c € R (ab)e = a(be),
(h) kommutativitet: Va,b € R ab = ba,
(i) neutralt element: 31 € RVa € R la = a,

() inverstelement: Va € R~ {0} Ji(a) € R ai(a)=1 (i(a) betecknas med=1!).
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Addition och multiplikation:
(k) distributivitet: Va,b,c€ R a(b+ c) = ab+ ac.

Alla dessa reglerdler dd R ar en talkropp t e, R eller C. Om R = Z sa daller alla &knelagar med
undantag av (j) —te® € Z, menl/2 ¢ 7. Egenskapen (j) ger just skillnaden mellan en talkropp och
en talring. | en talkropp @ler alla &knelagarna (a) — (k), medan i en talrir@glgr alla utom (j).

Raknelagarna (a) — (Kr grunden ér all manipulation med talen och maraste vara medveten om
deras giltighet i det talorade man vill arbeta med. Andraknelagar som t ex

(i) a0 = 0 dda € R,

(i) —(—a) = adda € R,

(ii)) (—~1)a = —a daa € R,

(iv) (—a)b = —abdaa,b € R,
(V) (—a)(=b) = abdaa,b € R,

kan man bevisa om man vet dttar en ring (s&vningar). | sglva verket kan man definiera alimna
begreppring ochkroppi vilka dessa aknelagar kandrledas:

(10.6) Definition. Man sager att en rangd R vars element kan adderas under en operatighdch
multipliceras under en operatior’ "ar enring om dessa operationer har alla egenskaper (10.5) (a) —
(k) med undantag av (j). Om alla egenskaper (a) — ghleg s sager man atf ar enkropp. O

Vi har redan ndtt andra ringar och kroppén talringar och talkroppar i avsnitten om restaritmetiker
och polynomringar.

| samband med definitionerna av begreppen ring och kropp haékkrtsobserverat att man inte
namner subtraktion och divisionoFlaringenar att subtraktion och division kan definieras i efterhand
med hjlp av addition och multiplikation:

(10.7) Definition. (a) OmR ar en ring ochu, b € R sa sager man att

a—b=a+ (-b)

ar skillnaden eller differensenmellana ochb.

(b) OmR ar en kropp ochu, b € R, b # 0, sa siger man att



a:b=ab"!

arkvoten ava genomb. Kvoten betecknas oc&sned%. O

Vart syfte i detta avsnithr att Brklara hur man definierar talbegreppet. Som vi redan vet finns det
oandligt manga olika talringar och talkropparaRilket satt intarZ, Q, R ochC en sarséillning bland
dem? Ett kort svar som &ver manga brklaringarar foljande:Z ar den minsta talringerf) ar den
minsta talkroppenR ar den strsta talkroppen som téter ordningsrelationed ochC ar den sbrsta
talkroppendverhuvudtaget. Man inseékert att alla dessa svairitsatter att man vet vad ett tar.
Svaret @ den faganar inte enkelt och det tog en myckénig tid i mansklighetens utveckling innan
man kunde komma till ett tillfredsaliande svar. Trots det har man sedananyltid tillbaka kunnat
rakna med alla typer av tal och utveckla vetenskapliga teorier som by@degékningar och som
framgangsrikt beskriver &rlden runt omkring oss. De naturliga tal@nmed all &kerhet lika gamla
som den ranskliga civilisationen, rationella tah{minstone positivajir rastan lika gamla, negativa
tal (hela, rationella och reella) aandes &r ungefir 1000ar sedan, och komplexa tal introducerades
under 1500-talet. Brfor finns det inte Agon sbrre anledning till oro om &ra svar inte visar sig bli
fullstandiga. Vi skall brsoka forklara olika aspekter av talbegreppet utan attifsitta ragra sbrre
forkunskaper. Mera tillfredsalande drklaringar \antar den somélser fortattningskurser i matema-
tik.

Det finns & mojligheter att introducera talbegreppet. Den énatt kidrja med de naturliga talen och
forsdka steg ér steg konstruera andra typer av tal. Den metoden ter sig naturlig och tilltalande men
denar mycket arbetsam och, tgwr, ganskadng om man vill kontrollera alla detaljer. Vi skall ladta

om den senare i detta avsnitt.

Den andra rjjligheten ut@r fran att man kan hantera talen om man vet vilka regler som styr deras
am@andning. Detéacker om man kommeiverens om dessa regler ocitiér dem br att kunna arénda
talen, men man béiver inte bry sig om hur dér konstruerade. Eragan instlining till talenar mycket
praktisk, men en matematiker villagna veta hur talen konstrueras (och alla andra sorareter
talen néste tro @ mojligheten av dessa konstruktioner). Man kamjora den insiliningen med
instaliningen till tekniken — om man haast en instruktionsbok till en TV-appardt get man hur man
anvander den utan att béta veta hur dei@r konstruerad (eller att den finns). En beskrivning av en
programvarar troligenannu kattre som gmforelse — mandr en brteckningéver kommandon och
deras effekt utan att békia veta hur programvaram konstruerad eller om den finns tifigglig.

Vi skall forsoka beskriva de egenskaper som karakteriserar de reella talen. Valet av dessa egénskaper
ett resultat av matematisk forskning huvudsakligen under 1800-talet. De reella talen spelar en mycket
central roll. A ena sidan har alla &nniskor en intuitiv uppfattning om dessa tal som komman fr
erfarenheten av athkna och rata i vardagslivet,.& andra sidan bygger alla vetenskaper, och bland
dem matematiken &jv, pa de reella talens egenskaper.

Som vi redan vet bildar de reella talen en kropp. Men det finaaga kroppar& man naste \alja
egenskaper som utirker just den. En viktig egenskap att man kangmfora de reella talen med
hjalp av< — de reella talen bildar en ordnad kropgtloss definiera helt allamt vad detta betyder:
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(10.8) Definition. Man sager att en kropgk arordnad om den innebller en delnangd P sadan att:
(a) omzx € K sa caller exakt ett av de tre alternativenc P ellerz = 0 eller —x € P,
(b) omz,y € Psagiller attz +y € P ochzy € P.

Man sager attP ar mangden av de positiva elementeR’i O

Det ar klart att iK' = R kan vi \alja P = alla positiva reella tal. Detta betyder &tar en ordnad
kropp.Q ar ocks ordnad eftersom vi karélja P = alla positiva rationella tal. Vi skall senare visa att
C inte ar en ordnad kropp (debljer av atti2 = —1).

Vi skall uppelalla oss en stund vid definitionen (10.8). Man kan definiera:

x>y (ellery<z) om z—yeP (20.9)

Man brukar ocka skrivaz > y (ellery < z) omz > y ellerx = y. Dettaar en ordningsrelation
enligt var tidigare definitionz > 0 betyder attr — 0 € P, dvsz € P; x < 0 betyder atb — = € P,
dvs—z € P.

Om K ar en ordnad kroppéskan man definiera de naturliga och de rationella taln Forst obser-
verar vi attl > 0 (1 € K ar neutralt dr multiplikation). Vi vet attl # 0 sa attl € P eller—1 € P.
Antag att—1 € P.Daarl = (—1)(-1) € P enligt (b) i (10.8). Detta ger attdule 1 och-1 tillhor P
vilket strider mot (a) i (10.8). Brfor mastel € P. De naturliga talen K far vi som

0,1,14+1,1+1+1,1+1+1+1,...

vilka definitionsnéssigt betecknas med 0,1,2,3,4,.... Observera attl < 2 < 3 < 4... eftersom
2-1=1>0,3—2=1>0,4—3=1 > 0osv. Heltalen iK definieras som: alla naturliga tal
och deras motsatta talz, dvs 0,£1, £2, +£3, +4, .... De rationella talen definieras som alla kvoter
ab—!, dara,b ar hela ochb # 0 (se (10.7)).

BadeQ ochRR ar ordnade kroppaisen definition av de reella taleréste bygga@en annan egenskap
(utover det atfR ar ordnad). Innan vi formulerar earhplig egenskapat ossaterkommadr en stund
till definitionen av en ordnad kropp. | eddan kropp kan man definiera absolutbelopp:

] = { voome =0, (10.10)

—xr omzx < 0.

Man kan ocké saga vad det betyder att edljfd 1, 2, x3,... gar mot 0. Man ager & om det br
varje naturligt tal finns ettNV sadant at{z;| < % dai > N. Nu kan vi formulera en grunédggande



egenskap som skilj@ franR. Latz, o, ..., 75, ... vara en axande och begnsad 6ljd av rationella
tal, dvsz; < 29 < ... < 2; < ... och det finns ett taB sa attz; < Bdai = 1,2,.... Vad kan
man figa om gans\ardetlim; .., z; ? | analyskurser visas attars\ardet existerarr grans\ardet
ett rationellt tal? lat oss betrakta ett exempel. Definiera

z, = 1,a1as9...a,, n2>1,

dara; ari :te siffran i decimalutvecklingen av?2 , dvs

1 = 1,4,

Tro = 1,41,
z3 = 1,414,
x4 = 1,4142,

Detar klart att allaz,, ar rationella och attifljdenar vaxande och begnsadAnda ar det ocka klart
att lim,, .o, z,, = /2, dvs ®ljden konvergerar mot ett icke-rationellt tgf2. Men giéansardetar
ett reellt tal och deér sant helt allrant att en @xande och begnsad 6ljd av reella tal konvergerar
mot ett reellt tal. Man #@ger att de reella talen bildar en fullsdig kropp. Allmant har mandljande

begrepp:

(10.11) Definition. En ordnad kropp kallatullstandig om varje \axande och begnsad dljd av
kroppens element konvergerar mot ett element i kroppen. O

Mera exakt, omk ar en ordnad kroppésar den fullséindig om brvarje ®lid z; < 22 < ... <z, < ...
sadan attz,, € K och det finnsB € K sa attz,, < Bdan = 1,2,... man kan hittar ¢ K sa att
lim,, oo T, = .

Nu kan vi definiera de reella talen:

(10.12) Definition. Medreella tal menar man elementen i en ordnad och fallstig kroppk. [

Dessa & ord dljer ett ganska sammansatt matematiskt idtiel’” ar en kropp, dvs uppfyller villko-
ren (a) — (k) @ sidan 4K ar ordnad, dvs upfyller (a) och (b) i (10.8), och slutligank fullstandig,
dvs uppfyller (10.11). Nu kan man&ia tva fragor:

Finns det en ordnad och fuléstdig kropp?
Hur manga ordnade och fulkstdiga kroppar finns det?

Detta bevisas i analyskurser meéhlpj av supremumaxiomet sain ekvivalent med den egenskapen.
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Man beldver inte veta svaretgpdessa t& fragor or att kunna akna med de reella talen eftersom
(10.12)ar en exakt drteckningover alla grundhiggande egenskaper hos dessa tal ochaaéer att
folja dem och deras logiska konsekvenser. Men svaaategsa t& fragorar mycket viktiga inte bara
for en matematiker (en matematiker vill dessutom &évdjur man kommer fram till svaren). De
ar foljande: Det finns ordnade och fubistdiga kroppar. Onik’; och K ar tva sadana & finns det en
bijektiv funktion f : K1 — K3 (dvs enentydig ochghelaks) som uppfyllerf(a+b) = f(a)+ f(b),
f(ab) = f(a)f(b) ochoma > 0 s4ar f(a) > 05. Intuitivt sAger existensen afatt K, och K, skiljer
sig bara @r det @ller beteckningar, dvs om € K; sa kanf(a) uppfattas som ett annat nama g
Addition och multiplikation iK; oversatter man med Rjp avf till addition och multiplikation K.
Likasa positiva element uf; overgar med hilp av f i positiva element K. | den meningerar
kroppen av de reella talen entydig.

Vi vet redan att om vi har de reella tale& kan vi definiera de naturliga, hela och rationella.s®
satt har vi en ndjlighet att tillfredssélla vart behov av agorlunda ordentlig presentation av talbegrep-
pet. Menaven om dendr mangaandanal ar helt tillfredssallande, @r vi ett stegangre ochdrsoker
beskriva konstruktioner av olika talmgder. Behovet a\aslana konstruktioner iag man under 1800-
talet ch utvecklingen av matematiken gick Bingt att intuitiva drestllningar om talen intedngre var
tillr ackliga. Man brsokte konstruera olika taloraden genom att uégfran de naturliga talen och suc-
cessivt @ till de hela, rationella, reella och komplexa. Démenar ganskaing, arbetsam (manaste
kontrollera nanga detaljer), och defista, att sa trakig om man bortser &n mera allranna princi-
per som styr dessa konstruktioner och har betydelse i andra sammanfsiog bBtovs mojligen ett
varningens ord att intéfdjupa sig i alla detaljer octasa detdljande mera kursivt.

(10.13) De naturliga talen. De aldsta talerér de naturliga (och dar mest naturliga eftersom de

de aldsta). Varifan kommer de? En stor tysk matematiker L. Kronecker s@d@m ging att "Gud
skapade de naturliga talen, allt an@atmanniskans skapelse”. Det vorérfenkelt med detta svar
men detar mycket djupsinnigt. Den endadjtigheten att definiera de naturliga talén den metod
som vi tidigare anande br att definiera de reella: Man kan beskriva deras giégghnde egenska-
per. Variflan kommer de egenskaper som betraktas som giggdhde? Svarér att de kommer #n
mansklighetens erfarenhet av experimentell hantering av talen och det faktum att de regler som man
har fljt under en mycketing tid ger en bild av verkligheten saimerensstmmer med &ra observa-
tioner. En analys avaslana regler kundebgas enbart av matematiker. Det var R. Dedelirath G.
Peand som Breslog ett urval avidana grundiggande regler under senare delen av 1800-talet. Den
mest Kinda definitionen kommer&n Peano oclater $ har:

(10.14) Definition.Med naturliga tal menar man elementen i enamgdN som satisfierardijande
villkor:

(a) det finns ett utvalt elemefite N;

(b) det finns en injektiv funktion som mot varje elementc N ordnar ett element* € N sa att
n* # 0;
$En sdan funktionf kallas isomorfism och marager attk; och K, ar isomorfa ordnade kroppar.

YRichard Dedekind (1831-1916), tysk matematiker.
I Giuseppe Peano (1858-1932), italiensk matematiker.
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(c)omX C Noch

(C1)0 € X,

(C)Vn (n € X = n* € X),

saarX =N. O

Intuitivt betydern* taletn + 1 (n* kallas efterbljaren till n, och1 definieras sond*). Sista villkoret

(c) kallas ofta "induktionsaxiométh ar grunden ér matematisk induktion. &gg marke till att man

inte ramner addition och multiplikation i definitionen. De definieras i efterhand. Peanos definition
overenshmmer \al med \ar intuition, denar latt att Hrsf, denar kort och elegant. Den uppfyller
manga av de kriterier som man vill uppfyllénman definierar ett matematiskt objekt. Vidare kan
man ur den definitionendnleda alla @nda egenskaper hos de naturliga talen.

Men hurar det egentligen med existensen och entydigheten av émgaden? [&r det @ller enty-
dighetenar svaret enkelt: Man kan visa att aWy och N, ar tva mangder som uppfyller villkoren i
definitionen (10.14)&ar de isomorfa vilket betyder att det finns en bijektiv funktipn N; — No
sadan attf(1) = 1 samtf(n*) = f(n)* (jamfr ett liknande pstende om de reella taleid gidan

9). Existensen av de naturliga talen viladr yar Overtygelse om afitminstone en @ngd av de natur-
liga talen existerar —amligen den som underansklighetens historigagroget och frama@ngsrikt har
tjanat till att &kna, resonera och dra korrekta slutsatser artden runt omkring oss. Med andra ord
ar existensen av de naturliga talen ett axiorar Har vi rarmat oss matematikens grunder som har
mycket gemensamt med vetenskapernas filosofi.

Alla andra talomaden kan nu successivt konstrueras: De hela tafamde naturliga, de rationella
fran de hela, de reellagn de rationella och de komplexair de reella. Bir vi tidigare sade att det
gar att bevisa existensen av de reella taEmgnade vi just att det vargjligt att konstruera dessa tal
fran de naturliga.

Nu skall vi bdrja var vandring fan de naturliga talen genom rationella och reella till de komplexa. Vi
utelamnar nanga detaljer och begnsar oss till allranna icer.

Det finns t& huvudorsaker till att talbegreppet utvidgades. @esth var behov i samband med
matningar. Man upjgtckte mycket tidigt att det bélrdes baktal for att uttrycka dimensionerghgder

och areor) av jordlotter. Men icke-rationella ta@lkduppaven i samband medamingar (vi fir se det

i samband med konstruktionen av de reella talen). Den andra orsaken har en mera abstrait karakt
Nya typer av tal betivdes br att kunnadsa ekvationer. Ett typiskt exempil de komplexa talen.&P
1500-talet inde man till formeln
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for losningar till andragradsekvationeh+ px + ¢ = 0. Loser man ekvationer? — 3z +2 = 0 sa far
man enligt den formelm; = 1 ochzy = 2. Tarman i shlletz? — 2z +2 =0sablirz; =1+ /-1
ochzy, = 1 — y/—1. En del nanniskor skulle kanskeaga att ekvationem? — 2z 4+ 2 = 0 i sa fall
saknardsningar eftersony—1 ar helt utan mening. Andra skulle acceptera symbeler, tillskriva
den egenskapen gi{/—1)? = —1 och satta inl1 + /—1 i ekvationenz? — 2z + 2 = 0. Daar

I+V-1)-20+V-DI)+2=1+2V-1+(-1)—2-2V/-1+2=0

dvs1 + /=1 ar en bsning till ekvationen. & gjorde ragra italienska matematiker under 1500-talet.
Om man anser aft+ /—1 bor uppfattas som erd$ning till ekvationen:? — 2z + 2 = 0 s& bor man
ocksa ha en bradrklaring till varfor. Det daller att motivera aréndningen aw/—1. Det tog 300ar
innan man kunde ge en tillfredadiande brklaring och rent formellt konstruera de komplexa talen.
Men exakt samma situation som med de komplexa talen har man med de hela, rationella och reella.
Om man fagar ett barn on sadant atR + = = 3 sa far man svaret = 1. Tar man iséllet3 +z = 2
riskerar man att bli utskrattad. Ekvation2n- = = 3 kan lbsas i ningden av de naturliga talen, men
3 + x = 2 kraver ett nytt talonide — de hela talen (i synnerhet de negativa)liihande att gar det

att dela 4 i ta lika delar (dvsdsa2z = 4) i heltalen, men detay inte att dela 3 i ta lika delar i
den méngden (dvsdsa2x = 3) — det bekivs rationella tal ér att gira det. Slutligen kan man hitta
ett rationellt tal som multiplicerat med sigajt ger 4 (dvsdsar? = 4), men det §r inte att hitta ett
rationellt tal som multiplicerat med sigéyt ger 2 (dvsbsaz? = 2) — for att gora det bebvs ett nytt
talomde. Det naturligénskenalet att polynomekvationer alltid skalbgatt bsa, tvingar ossidedes
att successivt utvidga talodaen. Om det finns en slutstatidir tlenna utvidgningsprocesa i veta
lite senare. 8 lat oss lrja!

(10.15) Fran de naturliga talen till de hela. Ekvationer8 + x = 5 definierarz = 2 som sin bsning.
Sammadbsning ged + x = 6, 5 + x = 7 osv. Man kan uppfatta 2 som paret (5,3) eller (6,4) eller
(7,5) osv. Pareta, b) ger bsningen tillb + = = a meda > b. Paren(a, b) och(c, d) ger samma: om
a—b=c—d,dvsa + d = b+ c. Men det finns pafa,b) meda = b ocha < b. Har de en liknande
tolkning? T ex kan (3,5) uppfattas soishingen till5 + 2 = 3. En sadan bsning finns inte bland de
naturliga talen men &jva tolkningen ger en &lhur man kan definiera heltalen.

Lat oss betrakta alla péa, b) dara, b € N. Vi sager at{(a, b) ~ (c,d) da och endast@la +d = b+c.

Man verifierar &tt att dettaar en ekvivalensrelation, och vi definierar heltalesom nméangden av dess
ekvivalensklasser. Vi itdfr ocksa foljande skrivatt for ekvivalensklassefta, b)]:

a—2>b oma > b,
(e, 0)] = { —(b—a) oma < b.

Texar[(1,3)] = —(3—-1) = —2 och paren (1,3), (2,4), (3,5) osv tilh samma klass. Vidare
definierar man addition och multiplikation av heltal:

[(a,0)] + [(¢;d)] = [(a + ¢, b+ d)],
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[(a,b)][(c, d)] = [(ac + bd, ad + bc)].**

Har maste man kontrollera att dessa operaticievaldefinierade, dvs att orfu,b) ~ (a/,’) och

(e,d) ~ (¢, d')a(a+c,b+d) ~ (a'+,b'+d") och(ac+bd,ad+bc) ~ (a'd +Vd',a'd +V'c), dvs

summan och produkten beror int& pilken representandf respektive ekvivalensklass man ander.
Detta kallas ocké for att ~ ar enkongruensrelatiormed avseendegpaddition och multiplikation
(betraktade som operationea N x N).

Nu kan man kontrollera att heltalen bildar en ring men attigenom alla detaljear ganska om-
standligt. LAgg ock& marke till attN kan betraktas som debingd aVZ sa att det verkligerar korrekt
att infora skrivéttet ovan: t exar 2 bade ett naturligt tal och en betecknirtg klasser{(5, 3)].

(10.16) Fran de hela talen till de rationella Konstruktionerér rastan identisk med defrfra. Ek-
vationen2z = 1 definierarl /2. Sammadsning gedx = 2, 6z = 3 osv. Vi kan uppfattd /2 som
paren (1,2), (2,4), (3,6) osw1/2 far man som t ex—1, 2), (—2,4) osv. Allmant kan bsningen till
bx = a uppfattas som parét, b). Observera ati # 0. Tva par(a, b) och(c, d) ger samma rationella
tal om ¢ = <. Men vi vill undvika bk (de skall ju definieras!). &for skriver vi villkoret pa formen
ad = be. Nu kan vi starta &r konstruktion.

Betrakta alla pafa, b) sddana atu,b € Z ochb # 0. Man sger att(a,b) ~ (c,d) ,d # 0, om
ad = be. Dettadr en ekvivalensrelation och vi itif beteckningen

[(a,b)] = % (eller a : b)

for ekvivalensklasserna. T éx[(1, 3)] = % och paren (1,3), (2,6), (3,9) tiltin samma klass (definierar
samma rationella tal). Nu kan vi definiera addition och multiplikation av rationella tal:

g_i_g _ad+be
b d bd
ac _ ac
bd  bd

och kontrollera att dessa valdefinierade och att man verkligesrfen kropp (sévningar). Observera
att:

a c a—+c
11 T T
a c o ac
11 1’

**Tank [ [(a, b)] och|(c,d)] soma —bochc—d. Daar(a —b)(c—d) = (ac+bd) — (ad + be) = [(ac+ bd, ad + bc)].
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dvs talen{ adderas och multipliceras precis som heltaleflan kommeidverens om att skrivé = a
sa att de vanliga heltalen kan betraktas som en detyd till de rationella talen.

(10.17) Fran de rationella talen till de reella. Den biten av f@genar lite annorlunda och uty ett
mycket sbrre stegan de ta foregaende. Brst och famst hittar mandtt ekvationer med rationella
koefficienter som saknar rationellashingar, t ext?> = 2. Sadana ekvationer &wer en utvidgning

av de rationella talen. Men det finns en annan mycket viktig anledning till att man inser behovet av
nya tal. Man upgickte mycket tidigt att rationella tal ingér tillrackliga ©r att kunna rata kngder

av stéckor. Bljande klassiska exempel spelade en mycket viktig roll i matematikens utveckling.
Betrakta en kvadrat och anta att man har fixerat en ens&dan att kvadratens sida rymmer exakt
enheter och dess diagonalenheter(m ochn ar naturliga tal).

ne

Nu vet vi att(ne)? + (ne)? = (me)? s att2n® = m?, dvsv2 = ™. Detta visar att one finns
s4 ar /2 ett rationellt tal. Pythagorad och hans elever visste myckeihatt det inte var fallet. Sin
upptckt om Hrhallandet mellan kvadratens sida och dess diagonal betraktade dégohsam stred
mot naturens ordning oclfsdkte hemlighalla under en tid. Men konsekvensen blev att Euklitles
kort darefter kunde utveckla geometrin o@rdn om reella tal som &t pa stiackor.

Hur visar man att/2 inte ar rationellt? Vi skall visa det genom att utnyttja entydigheten av primfak-
toruppdelningar av de naturliga talen. Antagt ar rationellt, dvs att

Va="

1
n

darm, n ar naturliga tal. Bar2n? = m?. Eftersomm? ochn? ar kvadrater av heltal innéler de ett
jamnt antal primfaktorer 2 (iijligen 0 sidana faktorer). Allé forekommer 2 som primfaktordn?
ett udda antal &nger, medaniin? ett jamnt antal §nger & att2n? # m?. Detta motéger likheten
2n? = m? och visar att,/2 inte kan vara rationellt.

Lat oss nu konstruera de reella talen. Vi kan iategre anéinda oss av tekniken med par av rationella
tal. Men vi kan utnyttja dljder av rationella tal. Reella tal (enligt gymnasiekunskageijecimaltal
av typenA = a,ajas...a,..., dar a ar heltalsdelen och, ayas...a,... ar decimaldelen awv. Varje
sadant tal kan approximeras med rationella tabljeen

T Pythagoras (572-500 f Kr)
HEuklides (ca 350 f Kr)
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T1 = a,aq,
T2 = a,a1as ,
T3 = a,a1a2a03 ,

In = a,010203...0y ,

beshr av rationella tal och konvergerar mét dvslim,, o, = A. T exar for A = r:

1 =3,1,
1‘2:3,14,
zg = 3,141,

rg = 3,14159265 ,

Lat nu A vara ett positivt tal. Bliden {z1, x2, ..., zp, ...} = {z,}° beshr & av rationella tal, den
ar vaxande och begnsad (tyr,, < A for allan). Vi vet att en &dan bljd alltid har ett gans\arde.
Tva folider {x,,} och {z/,} har samma gms\arde & och endasta deras skillnad & mot 0, dvs
lim;,—, o0 (7, — 2,) = 0. Positiva reella taér alltsa gians\arden av xande och begnsadedljder av
rationella tal och t& foljder definierar samma reella tal som sithgs\arde om deras skillnachg mot
0. Men vi kan inte definiera reella tal somagis\varden av &dana dljder sa lange de reella talen inte
ar konstruerade eftersom eidan definition skulledrutsatta att de reella talen (dvsas\ardenajar
kandaAnda identifierar vi varje reellt tal med ett@ns\arde & foljande &tt. (Har bbrjar den formella
definitionen.)

Betrakta alla ¥ixande och begnsadedljder {x1, z2, ..., zp, ...} = {z,}5°, dar x,, &r positiva ratio-
nella tal. Man &ger att t@ foljder {z,, }$° och{x/, }5° ar ekvivalenta (definierar samma reella tal) om
deras skillnad z;,, — 2,}5° konvergerar mot 0, dvBm,, .o (z,, — 2},) = 0. Alla foljder som tilltbr

klassen a{z,, }$° betecknas mef{ z,, }3°]. En sadan klass kallar maidf ett positivt reellt tal. Nu kan
man definiera addition och multiplikation av de positiva reella tal@dgfinition naste kontrolleras):

{31+ {an 101 = Han + 233771,

{an} 0 T{an 3] = Hanan 177,

For att nu konstruera de negativa reella talen och taleh§tenman upprepa samma konstruktion som
ledde oss fin de naturliga talen till de hela: Man betraktar allafab), dara ochb ar positiva reella
tal, och man identifierafa, b) med(c, d) oma + d = b + c. Kontrollen att mandr en kropp och att
denar ordnad och fullgindigar ganskadng men inte @rskilt s\ar (detaljerna behandlagimare i
fortsattningskurser i matemati.

fVanligen brukar man i gllet for vaxande och begnsade dljder betrakta godtyckligadfider av rationella tal
T1,T2, ..., Tn, ... SAdana att avéndet mellan taler; ochz; gar mot 0 chi ochj vaxer, dvsz; — z;| — 0 dai,j — oo.
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(10.18) Fran de reella talen till de komplexa.Vi vet redan att behovet av de komplexa talen GpRtes
i samband med andragradsekvationer med reella koefficientek &rksl ekvation som? = —1 sak-
nar reelladsningar. Antag att vi har en krogp som innelller de reella talei® och sadan att det finns
a € K som satisfierar ekvationerf = —1, dvsa? = —1. Man kontrollerar utan stre s\arigheter
(se (10.3)) att talen

a+ba,dar a,be R,

bildar en kropp. Det finns en mycketrig tradition attv betecknas med (ibland j) *. | den kroppen
har vi:

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(10.19)
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i.

An s lange har vi inte &gon formell konstruktion av de komplexa talen (vi sade ju "Antag att vi
har en kroppK'..."). Men vi har i alla fall en klar bild av hur en kropp som ini@ler [6sningen till

z? = —1 maste se ut. Konstruktionear mycket enkel. lé@nar (som flera gnger tidigare) att uppfatta
nya tal som par av redardakda:a + bi kan uppfattas sortu, b), dara,b € R.

(10.20) Definition. Med komplexa tal menar man alla pafa, b), dara,b € R, som adderas och
multipliceras & foljande étt:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be).

Mangden av de komplexa talen betecknas fied O

Beteckninger{a, b) ar lite omséndlig. Darfor observerar man att:

(a,0) + (b,0) = (a + b,0),

Foljder av den typen kallas Cauctijjder.

57 kommer fén ordet "imagiér”. Det finns ett mycket intressant val av terminologr et dgiller nya typer av tal.
De naturliga talen bland de hela kallas positiva,tdeiga negativa. Biktalen bland de reella kallas rationella, @eiga
irrationella. Komplexa talen + bi har realdeh och en imagiardelb. Alltsa var allt nytt negativt, irrationellt och imagnt
(samt en#ng tid impopurt).
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(a,0)(b,0) = (ab,0),

dvs pareria, 0) adderas och multipliceras precis som vanliga reella.tslan kommeiverens om att
skriva(a,0) = a sa attR c C. Darefter noterar man atb, 1)(0,1) = (—1,0) = —1. Man betecknar
(0,1) = 4. Nu har vi(0,b) = (b,0)(0,1) = bi sa att

(a.) = (a,0) + (0,b) = a + bi
och vi far vara gamla beteckningar (10.19). Det satersér ar kroppstrukturen:

(10.21) SatsDe komplexa talen + bi, dar a,b € R ochi? = —1, bildar en kropp.

Satsen visasilt, men beviset tar lite tid eftersom marste kontrollera alla villkor (a) — (k)gsidan
4.

Innan vi tittar @ mojligheten att @ vidare med liknande konstruktionét loss summeraava kun-
skaperNu kan vi saga att med ett tal menar man alltid ett komplext tal. | synnerhet kan det vara
fraga om ett naturligt, helt, rationellt eller reellt tal. Med en talring (eller talkropp) menas alltid en
ring (eller kropp) bestende av tal.

Z ar den minsta talringenadfor att om R ar en talring & galler att1 € R vilket ger attl + 1,
1+1+1,.. € R, dvsR innelaller de naturliga talen. Vidareaste0 € R och—z € Romz € R
sa attR innehaller Z. Q ar den minsta talkroppen eftersom varje talkrdpjnnetaéller Z och darmed
ocksa allatal¢, dara,b € Z ochb # 0, dvs K 2 Q.

De reella talen bildar dendtsta ordnade talkroppenat oss brst konstatera aff inte ar ordnad.
Antag ramligen att man kanalja en nangdP av positiva elementC. Daari ¢ P eller—i € P. |

varje fallar (+i)? = —1 € P vilket ar omdjligt ty redanl € P (se (10.8)). Man visar (men dat inte
helt banalt) att om en talkropp kan ordnaskan den inte innetlla nagot komplext tak + bi med
b # 0, dvs den ligger R. | den meningefér R den sbrsta ordnade talkroppen.

De komplexa talen bildar dendssta talkroppen. | vilken mening? Man kamdia sig som tidigare
om det finns polynomekvationer, nu med komplexa koefficienter, som intedkas i det komplexa
talomadet. Svaret@den fagan kommer fin C.F. Gauss sodr 1799 visadedljande sats:

(10.22) Polynomalgebrans fundamentalsat¥arje polynomekvation av positiv grad med komplexa
koefficienter har en komple&dning.

Satsen ager att onp(X) = a, X" + ... +a1X + ag , dara; € C,n > 0 ocha, # 0saarp(z) =0
for ett komplext tak € C. Man sager ocka att kroppen av de komplexa talanalgebraiskt sluten.
Det finns flera olika bevisi den satsen men allazwer lite sbrre forkunskapet.

$Beviset ges i kursen "Analytiska funktioner”. Ethstan rent algebraiskt bevis i "Galoisteori”.



(10.23) 17

(10.23) Finns nagot bortom de komplexa talen?Den sista satserager att det inte finnsagot
vidare behov att utvidga den komplexa talkroppen p gialwhra polynomekvationer. | den meningen
bildar de komplexa talen dentssta talkroppen. Men eiahg tid innan man var medveten om detta,
uppiickte man matematiska objekt som kundedaaas till att beskriva och utforska naturen och som
i manga avseenden liknade talen. Exemg@edmlana begrepgr vektor, matris, kvaternion och tensor.
Vektorer och matrisedr uppgttningar av tal som ockskan adderas och multiplicerag ptt Empligt
satt. De ger en rdjlig generalisering av talbegreppé&vaternioner, som enklast kan beskrivas med
hjalp av matriserar ett annat exempebpen algebraisk struktur som ligger myckéra de komplexa
talen. Vi skall avsluta detta avsnitt genom dttja ragra ord om just kvaternioner.

W.R. HamiltonY som gav en formell definition av komplexa tal i form av reella talgasikte ¢a
vidare med sin id och betrakta par av komplexa tal. Han ville definiera addition och multiplikation
av sadana par och djligen fa en ny kropp. Fakturar att det finns ranga kroppar som innéher

de komplexa talen, men deaste alltid inneflla element som inte uppfyllerfigon icke-trivial po-
lynomekvation med komplexa koefficienter (t ex kropg@aX) av alla rationella funktioner med
komplexa koefficienter, dvs alla &k %, dar p(X) och ¢(X) ar polynom med komplexa koeffi-
cienter — variabelnX ar inte ett nollstlle till nagot nollskilt polynom med komplexa koefficienter).
Darfor ar det inte &ngre nijligt att konstruera en kroppdtre an C vars element uppfyller polyno-
mekvationer med komplexa koefficienter. Hamilton lyckades dock att konstruera en struktur som har
den egenskapen och som uppfyller alilnelagardr en kropp med bara ett undantag. Brougham
Bridge i Dublin dar Hamilton bodde finns idag en tavla mdijdnde text: "Here as he walked by

on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in a flash of genius discovered the fun-
damental formula for quaternion multiplicatioh = j2 = k% = ijk = —1 and cut it in on a stone

of this bridge”. Han publicerade sina resulat1853. Konstruktionen av kvaternioner, som spelar en
mycket viktig roll i manga matematiska och fysikaliska teorérfoljande. Betrakta alla pde;, 22),

dar z1, 29 ar komplexa tal. Definiera

(217 22) + (zllv Zé) = (zl + Zia z2 + Zé)?
och
(21, 22) (21, 23) = (212] — 227y, 2125 + 71 22),
darz = a — bi (z konjugat) omz = a + bi. Man observerar att
(Zho) + (Z,lﬂ()) = (21 + 2170)7
och
(21,0)(2’1,0) = (2121,0).

Detta visar att de komplexa talen kan identifieras med pére®). Darfor skriver vi(z,0) = z
Beteckna ock& (0,1) = j och (0,4) = k. Vi har j2 = (0,1)(0,1) = (—1,0) = —1 ochk? =
(0,4)(0,i) = (—1,0) = —1. Dessutom har vi0,c + di) = (0,¢) + (0,di) = (c,0)(0,1) +
(d,0)(0,7) = ¢j + dk. Darfor kan vi skriva:

q=(a+bi,c+di)=(a+bi,0)+ (0,c+ di) = a+ bi + cj + dk.

Dettaar en typisk kvaternion. Des®njugatarg = a — bi — ¢j — dk och desbeloppar kvadratroten
urqq =a® + b+ + d>.

TW.R. Hamilton (1805-1865).
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For att snabbt kunnaakna med kvaternionér det last att kontrolleradljande multiplikationsregler:

ij = -ji = k,
jk=-k =i,
Ki = -ik = .

k< j

Vi ser att multiplikation av kvaternioner infir kommutativ. lat oss sammanfatta

(10.24) SatsAlla kvaternionera + bi + ¢j + dk, dar i = j2 = k2 = —1 ochij = —ji = k,
bildar en algebraisk struktufl som uppfyller alla villkor i definitionen av en kropp med undantag av

multiplikationens kommutativitet. Dessutom uppfyller varje kvaternion en andragradsekvation med
reella koefficienter.

For det sista psendet i satsen s@&/ningen om kvaternioner. Iblanciger man atfl ar en icke-
kommutativ kropp, men termerrskevkropp eller divisionsring ar mera vanliga. Satsér inte s\ar
att bevisa.



