Explorativ ovning 10

TALBEGREPPET *

Ovningens syftér att bekanta sig med talbegreppet. Vi skatisbka & en kittre Hrséelse r hur
och varbr man definierar olika typer av tal: de naturliga, rationella, reella och komple&esthfhand
forsok losa bljande uppgifterA 1,2, 3 (@) - (c)B,C,D1-4,E1-2,F, G.

Ovning A

1. Ge ragra exempel@talkroppar och talringar.
2. Ge tva exempel f talringar som intér kroppar.

3. Vilka av foljande talndngderar ringar? Vilka av dendr kroppar?
(2){0,1},
(b)a + bV/3, dara,b € Z,
(€)a+ bV/5, dara,b € Q,
(d)a + b/2, dara,b € Z,
(€)a+by2+ V4, dara, b, c € Z,
® a+ bV2 + ¢V/3, dara, b, c € Z.

Ovning B

Vi vet fran avsnittet om talbegreppet att arér ett heltal och/d ¢ Q s bildar alla talQ[v/d] =
{a +bVd,a,b € Q} en utvidgning av talkroppe® (en talkropp sonar sbrreanQ).

1. Visa attQ[v/2] # Q[v/3].
Ledning. Visa atty/3 ¢ Q[v/2].

2. Forsdk generalisera B1 och ge exempalgandligt manga olika talkroppar.
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3. (a) Visa att alla tal av typ

a+bvV2+cevV3+dvVe, dar a,b,c,de Q,

bildar en kropp.
Ledning. Visa atty/3 ¢ Q[v/2] och utnyttja sats 10.3.
(b) Ar det mjligt att skriva talet

1
14+v2+vV34+16

pa formena + bv/2 + ¢v/3 4+ dv6, dara, b, ¢, d &r rationella tal?
Gor det om Du ser en enkdd$ning!

(c) Hur kan man generalisera (a)?

Ovning C

1. Vad anser Du om likhetef-1)(—1) = 1: Ar det en definition (dvs endverenskommelse”)
eller en sats?
2. Visa att i varje ringR galler foljande likheter:
(@a0 =0daa € R,
(b) —(—a) = adaa € R,
() (=1)a = —adaa € R,
(d) (—a)b = —abdaa,b € R,
(e)(—a)(—b) = abdaa,b € R.

Ovning D

Dennadvning handlar om rationella och irrationella tal.

1. (a) Besam decimalutvecklingen av taleh och 2.
(b) Motivera att decimalutvecklingen av ett rationelltéalperiodisk.
Ledning: Analysera divisionsalgoritmeradnan decimalutvecklar &ktalen.
Anmarkning. Man visar ganska enkelt att om ett reellt tal har periodisk decimalutveckding s
ar det rationellt.

2. Lata ochb vara irrationella tal. Vad kan mariga om taleru—! ochab ? Ar de ocks irra-
tionella?

3. Fork forklara vardr 0,999...= 1.



4. (a) Visa atty/3 ar icke-rationellt genom atéjmfora antalet primfaktorer 3 till anster och till
hoger i likheten3n? = m?.

(b) Visa & liknande att att,/p ar icke-rationellt & p ar ett godtyckligt primtal.
(c) Har Du ragra brslag @ hur man kan generalisera (b)?
(d) Visa att talety/2 + /3 inte ar rationellt.

5. (a) Visa att taletlog5 ar icke-rationellt.

(b) Kan Du Bresh ragra andra tal, i &tlet for 5 i (a), for vilka samma pstende gller?

Ovning E

Lat K vara en ordnad kropp med positiva eleméhbcha,b,c € K. a < b definieras av
b—a € Pocha < bdefinieras aw < b ellera = b.

1. Visa att "<” ar en ordningsrelationgk .

2. Visa attK har ©ljande egenskaper:
@a<b=a+c<b+c,
(b)a < boche > 0 = ac < be,
(c) hur forandras (b) 8 man erattera < b meda < b?

3. Visa att
(@) [ab] = |allb],
(b) |a + b| < |a| + |b| (triangelolikheten).

4. De naturliga talen bildar enaxande ljd 0 < 1 < 2 < 3 ... som intear begansad. Utnyttja
denna kunskapof att visa 6ljande viktiga egenskaper hos talen:

(a) "Arkimedes princip™: Omu, b ar tva positiva reella tal&finns det ett naturligt tat sa att
na > b.

(b) Lata, b vara b reella tal ochdta < b. Det finns ett rationellt taf* shdant at < 2 < b.

Ledning: Valj n sa attn(b — a) > 1. Valj darefter minstan sa attm > na.

Ovning F

Fran texten i avsnitt 10 vet vi att de rationella talen &ktalen”) konstruerasdin heltalen som
par(a,b), dara ochb ar heltal ochh # 0. Paret(a, b) uppfattas somdsningen till ekvationen
bx = a. Ekvationendz = ¢ har sammadsning sonbz = a precis @ ad = be. Det rationella
talet ¢ ar helt enkelt ekvivalensklassen av pafetb) da (a,b) ~ (c,d) da och endast &
ad = bc.

1. Skriv ut 3 ekvationer och motsvarande fayb) som svarar mat = %
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2. Kontrollera att relationen-, definierad ava, b) ~ (c,d) da och endasta@ad = be, verkligen
ar en ekvivalensrelation.

3. Nar har ett rationellt taf en invers? Skriv inversergformen(c, d)].

4, Kontrollera att om
[(a,0)] = [(a’,0)] och [(e,d)] = [(c,d)]

ar tva rationella talad’ = a’b oched’ = 'd) sa daller

/! / !

a c_a ¢ gy oac_ac
b d vV d bd b d
(dvs summan och produkten aatvationella tal beror integphur dessa tal representeras i form
av brak).
Ovning G

Fran texten i avsnitt 10 vet vi att heltalen konstruer@s fde naturliga talen som ekvivalen-
sklasser av pafa,b), dar a och b ar naturliga tal. Parefa,b) uppfattas somdsningen till
ekvationerb + x = a. Ekvationend + z = ¢ har sammadsning precis8a +d = b + c.

1. Skriv ut 3 ekvationer och motsvarande garb) som svarar mot = 2. Gor samma sak med
r = —3.

2. Betrakta alla pafa, b), dara, b € N och visa att relationen
(a,b)R(c,d) <= a+d=b+c
ar en ekvivalensrelation.
3. Valj pa ett enkelt &tt en representandf varje ekvivalensklass.

4. Motivera att det finns en bijektion mellan ekvivalensklasse@mafoch heltalen (observera att
om vi inte kanner till heltalen & kan de definieras som ekvivalensklasser av pargh)).

Ovning H

1. Skriv foljande kvaternionergformena + bi + cj + dk :
() (1+4)(1+ ),
(b) (i +j + k),
() (1 + 2 + 35 +4k)(1 — 20 — 35 — 4k),
(d)ijk.
2. (a) Visaatty=1+i+ j+ kochg=1—1i— j — k satisfierar ekvationen? — 2z + 4 = 0.
(b) Visa attg = a + bi + ¢j + dk satisfierar en kvadratisk ekvation med reella koefficienter.



