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1. (a) Vilka av foljande mingder &r lika: A= {n € Z | |n|] <2}, B={n € Z|n3=n},
C={neZ|n?><2n}, D=1{0,1,2,3,4}7?

(b) Bestim méngden (A\ B)U (C N D).

(@ Vihar A={necZ| 2<n<2={-1,01},B={neZ|n®—n=nn?>-1)=
nn—1)(n+1) =0} ={-1,0,1}, C ={n € Z | n? —2n = n(n — 2) < 0} = {0,1,2} och
D =1{0,1,2,3,4}. Alltsa &ar A = B.

(b) Vihar A\ B=0och CnND ={0,1,2}. Alltsa &r (A \ B)U (C N D) ={0,1,2}.

2. Ar féljande utsaga sann eller falsk (R betecknar de reella talen och N de naturliga
talen):

VeeRVyeR(z<y=3IneN@x<nAn<y))?

Formulera negationen till denna utsaga sa att negationssymbolen “—” inte férekommer

i svaret. Vilka logiska sanningar (tautologier) anvinder Du? Bevisa en av dessa
tautologier!

Utsagan &r falsk. Den séger att mellan tva godtyckliga reella tal x och y ligger ett naturligt
tal n. Om man t ex véljer £ = 1 och y = 1,5 sa hittar man inte nagot naturligt tal mellan
dessa. Negationen till utsagan &r

(VzeRVyeR(z<y=3dIneN@<nAn<y))) <
JreRIyeR(z<yAVReEN-(z<nAn<y)) <

JdreRIyeR(xz<yAYneN(x>nVn>y)).

Vi anvéander de Morgans lagar bl a =(p A q¢) < (—p V =q) och =(p = ¢) < (p A —q). Dessa
tautologier kan visas med hjilp av sanningstabeller (vi utelamnar beviset hir — se kursboken).

3. Lat A ={2,3,4,...} vara mingden av alla naturliga tal stérre én 1 och B mingden
av alla primtal. Lat f: A — B vara funktionen definierad sa att f(n) = den minsta
primtal som delar n (tex f(6) =2, f(35) =5, f(41) =41 osv).

(a) Ar funktionen f injektiv? Ar den surjektiv?
(b) Vilka naturliga tal n avbildas pa 2 (dvs f(n) =2)?
(c) Ge exempel pa fem tal n i A sadana att f(n) = 3. Finns det odndligt manga

saddana naturliga tal n? Far Du samma svar di man ersidtter 3 med ett annat
primtal?

(a) Funktionen é&r inte injektiv t ex f(2) = f(4) = 2 dvs tva olika element i A har samma
bild i B. Funktionen f &r surjektiv ty f(p) = p da p &r ett godtyckligt primtal.

(b) Likheten f(n) = 2 innebér att talet n &r delbart med 2 dvs n dr ett jamnt heltal.

(c) Om n = 3,32,3%,3%,3% sd &r f(n) = 3. Rent allmént ar f(3") = 3 for varje n = 1,2,3, .. ..
3 kan erséttas med ett godtyckligt primtal p ty f(p") =p for allan =1,2,3,....



4. (a) Ge exempel pa en uppriknelig och en icke—uppriknelig mingd. Bevisa ett av
Dina pastaenden.

(b) Lat A = Q vara méngden av alla rationella tal och B mingden av alla icke—
rationella reella tal. Vad #r mingden A U B? Ar mingden B uppriknelig eller
icke—uppriknelig? Motivera noga alla Dina svar!

(a) De rationella talen &r ett exempel pa en uppriknelig méngd, och de reella pa en icke—
uppraknelig. Bevisen finns i stencilen “Andligt och odndligt”.

(b) Méngden AU B = R — de reella talen. En sats i stencilen “Andligt och oéndligt” siger
att om A och B ar upprikneliga sa dr ocksa A U B uppriknelig. Eftersom A &r uppriknelig
och R icke—uppriknelig sa maste B vara icke—uppréknelig (hade B varit uppréknelig sa skulle
dven R = AU B vara uppriknelig).

5. Bevisa att for varje n=1,2,3,... ar

LR S S 1 o
2.5 5.8 8-11 Bn—1)(3n+2) 6n+4

Forst kontrollerar vi att likheten géller da n = 1. Vi har da VL = % = % och HL. =
1 1
6144 — 10°
Nu antar vi att likheten géller for n =k, k > 1 dvs
1 n 1 n 1 P 1 _k
2-5 5-8 8-11 (3k—1)(3k+2) 6k+4
och visar att den ocksa giller fér nésta naturliga tal n = k + 1 dvs
1 n 1 n 1 P 1 n 1 _ k+1
2-5 5-8 8-11 (Bk—1)(3k+2)  (Bk+2)(3k+5) 6k+10
Bevis:
VL = ! + = + ! + et ! + ! =
2.5 5.8 8-11 (Bk—1)(3k+2)  (Bk+2)(3k+5)
k 1 k(3k+5)+2  3k*+5k+2

6k+4 | Bkt+2)3k+5) 20Bk+2)3k+5) 23kt 2)Bk+5)

3k +2)(k+1) k+1
= = HL.
23k +2)(3k +5) 6k + 10

Enligt induktionsprincipen géller likheten for alla naturliga tal n =1,2,3,....

6. (a) Bestiam primfaktoruppdelningar av talen a = 4725 och b = 9702 och utnyttja
Ditt resultat for att berdkna SGD(a,b) samt MGM(a,b).

(b) Berikna SGD(a,b) genom att anvinda Euklides algoritm.

(a) Man finner litt att @ = 3% - 5% -7 och b=2-3%-7%.11. Alltsa &r SGD(a,b) = 32 - 7 = 63
och MGM(a,b) =2 -33-52.72.11 = 727650.

(b) Vi har 9702 = 4725 -2 4 252, 4725 = 252 - 18 + 189, 252 = 189 - 1+ 63, 189 = 63 - 3. Alltsa
dr den sista nollskilda resten i Euklides algoritm lika med 63 dvs SGD(9702,4725) = 63.



7. Vi bevisade att talen /2 och /5 inte ir rationella. Ge exempel pa nagra andra
reella tal som inte &r rationella och bevisa ett av Dina pastaenden.

Man kan visa pa liknande sétt att y/n inte dr rationellt for varje naturligt tal n som inte &r
en kvadrat av ett heltal (t ex , v/3, v/6 osv). Mera allmiint kan man visa att varje &n inte &r
rationellt om n inte dr en k—te potens av ett heltal (t ex \‘73, V6 osv). Se Vretblads bok eller
stencilen “Induktion och deduktion” for exempel pa bevis.

8. (a) Berikna /33 + 56:.

(b) Vad menar man med symbolen /a da a &r ett reellt tal och vad menar man

med denna symbol da a dr ett komplext tal (t ex v/16 och /33 + 56:)?

(a) Lat /33 + 566 = x + yi. Da #r (z + yi)? = 33 + 564 dvs 22 — y? + 2zyi = 33 + 56i. Denna
likhet &r ekvivalent med ekvationssystemet 2 — y?> = 33, 22y = 56. Genom att beriikna
absolutbeloppet i likheten (x + yi)? = 33 + 56i far vi ytterligare en ekvation: 22 + y? =
V/332 4 562 = 65. Vi adderar och subtraherar ekvationerna: z? — y? = 33 och 22 + y? = 65,
vilket ger 22 = 49 och y? = 16. Alltsa ér x = £7 och y = +4. Men zy = 28, si att vi har
x="Ty=4eller xt =—7,y=—4. Svaret dr alltsa att /33 + 561 = +(7 + 41).

(b) Om a ér ett reellt tal sa anvénds symbolen \/a da a > 0 och betecknar ett icke-negativt tal
b sadant att b?> = a. Om a #r ett komplext tal, som t ex i uppgiften (a), s betecknar symbolen
Va alla komplexa tal z siddana att 22 = a dvs alla 16sningar till denna ekvation. Det finns
alltid tva l6sningar da a # 0. I (a) betecknar symbolen /33 + 56i tva tal +(7441). Observera
dock att med v/—1 menar man mycket ofta talet i, och ej &i (den stringa definitionen av i
diskuteras i avsnittet om “Talsystem”).



