Avsnitt 6

INDUKTIVA OCH DEDUKTIVA
RESONEMANG

Med induktion menar man vanligen en mycket vanlig resonemangsmetod: man gor flera obser-
vationer, uppticker ett monster (eller nagot som man tror dr ett monster) och dérefter formulerar
man en generalisering. I manga ordbocker 6ver frimmande ord i svenskan finner man foljande
forklaring av ordet inducera: “sluta fran det enskilda till det allmidnna”. Induktion &r da ett
resonemang da man inducerar. Induktion forekommer mycket ofta i vardagliga sammanhang.
Tidnk pa alla ordsprak, talesitt och bondepraktiker! De bygger oftast pA manga observationer
och langtgdende generaliseringar som t ex "En gron jul gor en vit pask™ eller ”Nér katter och
hundar idter gris blir det ovidder”. Mycket ofta dr dessa generaliseringar helt korrekta. Men
ibland slar de fel eftersom ingen regel utan undantag”.

Hur dr det i matematiska sammanhang? Induktionsmetoden anvénds ocksa mycket ofta for att
formulera formodanden (hypoteser). Man studerar ofta olika specialfall och forsoker med hjilp
av dessa fa en inblick i allménna foreteelser. Detta dr gemensamt for matematik och (andra)
naturvetenskaper som t ex fysik, kemi eller biologi. Men en matematiker accepterar aldrig en
argumentering som siger att nagot maste gélla rent allmént darfor att det géller i alla hittills kinda
specialfall. Varje experimentellt resultat, dvs en studie av olika specialfall maste kompletteras
med ett matematiskt godtagbart resonemang. Sadana resonemang kallas vanligen “bevis” och
bygger pa deduktion. Ordet deduktion forklaras i ordbocker som “logisk bevisforing”. I detta
avsnitt forsoker vi forklara vad man menar med deduktion och visa att induktion kan ge en
virdefull ledning till formuleringar av matematiska resultat. Mérk att matematisk induktion ir
en av de deduktiva metoderna.

Innan vi borjar med exempel, lat oss notera att andra naturvetenskaper oftast bygger sina allménna
teorier deduktivt (dvs med hjilp av logisk bevisforing) fran mycket omfattande observationer
(experiment). Dessa teorier verifieras med hjélp av nya experiment eller andra teorier. Om man
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stoter pa motsigelser reviderar man géllande teorier. Man kan séga att andra naturvetenskaper
bestar av flera ’lokala” delar som visserligen utvecklas deduktivt, men deras grunder har en
experimentell karaktidr. Matematiken har en “global” karaktiar — den vilar pa mycket tydliga
grundforutsittningar (axiom) som utgér matematikens grunder. Dessa grunder har ocksa ett ex-
perimentellt ursprung — de bygger i stor utstrickning pd ménniskans erfarenhet med upprikning
av olika foremal och med olika geometriska former. Men matematiska observationer och teorier
som vi sysslar med ligger fran borjan inom matematikens omrade. Dérfor kan man forsoka de-
ducera (dvs motivera och bevisa) matematiska pastienden med utgangspunkt frdn matematikens
spelregler. Véra slutsatser hotas inte av motsédgelser om vara utgangspunter inte strider mot
varandra och bevisen dr korrekta. Men att lira sig matematikens spelregler och logisk bev-
isforing &r inte helt lidtt. Det 4r just ett av huvudsyftena med matematikundervisningen pa alla
nivaer.

Lat oss betrakta nagra exempel som visar att induktion i matematiska sammanhang kan bade
vara virdefull och farlig som utgangspunkt till allménna slutsatser.

(6.1) Exempel. (a) Betrakta braken

n n+1
och
n+1 n+ 2

Vad kan man sidga om storleken av dessa taldan = 1,2, 3, ...? Vi gor ett litet experiment genom
att sitta in négra véirden pd n: n = 1 ger 3 och 2, n = 2 ger 2 och 2, n = 3 ger 2 och %. Det
verkar som att det alltid géller att

(*)

n <n+1
n+1 n+2

Ar detta sant? Troligen. Men vi méste bevisa den olikheten dirfor att vi inte har nigon garanti
att den géller for alla naturliga tal n. Genom att multiplicera bigge leden i olikheten ovan med
det positiva talet (n 4+ 1)(n + 2) far vi att den 4r &dr ekvivalent med:

n(n+2) < (n+1)?%,
dvs
n+on<n?®+2n+1.

Denna olikhet forenklas till
0<1,

vilket onekligen &r sant. Alltsa dr ocksa den ursprungliga olikheten (x) sann ddrfor att den dr
ekvivalent med den sanna olikheten 0 < 1.

Forklaring. Beviset bygger pa omskrivningar som hela tiden ger ekvivalenta pastdenden. Om p
betecknar olikheten (*) och ¢ olikheten 0 < 1 sa visar vi att ekvivalensen p < ¢ &r sann. Men ¢
ar sann. Alltsa maste p vara sann.
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(b) Betrakta nu talen
2" och n’.

Vad kan man séiga om storleken av dessa tvd tal? n = 1 ger2! =2o0ch 1> =1,n =2 ger2? =4
och 23 = 8, fér n = 3 har vi 22 = 8 och 3% = 27, fér n = 4 dr 2* = 16 och 43 = 64. Det verkar
som om 2" dr mindre in n3 i varje fall om man bortser fran n = 1, dvs for n > 2. Kan vi lita
pa vdra iaktagelser? Testa nagra ytterligare virden pd n. Man far 2° = 32 och 5* = 125. Det ér
fortfarande 2° < 53. Man konstaterar vidare att 26 < 63, 27 < 73, 28 < 83 och 29 < 9%. Men
219 = 1024 > 10® = 1000 och dnnu tydligare 2! = 2048 > 11% = 1331. Nu kan vi borja tro pd
motsatsen, dvs att 2" > n? for alla n > 10. Och detta péastédende #r verkligen sant! Bevisa den
olikheten p4 samma sitt som Ovning E i avsnittet om matematisk induktion.

(c) Ett av de mest beromda misstagen i matematiken 4r Fermats pastiende att talen F,, = 22" 41
drprimtalddn =0,1,2,.... Manharatt 22° +1=3,22' +1=5,2 +1 = 17,22 + 1 = 257,
92" +1 = 65537 alla r primtal. Pierre Fermat pastod pa 1600-talet att alla tal F, &r primtal, men
100 &r senare visade Leonhard Euler att talet F5 = 22° + 1 = 232 + 1 = 4294967297 ir delbart
med 641 (vi visade Eulers pastdende som 6vning i avsnittet om restaritmetiker). Det intressanta
ar att man inte har hittat nagra nya primtal F}, utover de som Fermat kiande (dvs Fj till F}y). Alla
kénda Fermattal F;, med n > 4 dr sammansatta och man kan snarare tro pa motsatsen till Fermats
formodan. En sadan gissning (dvs en generalisering av de kénda experimentella resultaten) kan
dock vara helt felaktig.

(d) ”Pythagoras ekvation”
IL'2 + y2 — 22

har manga heltaliga I6sningar som t ex den mest beromda

32 + 42 — 52
och manga andra:
52 4122 =132,
8% +152 =17,

4961 + 6480* = 8161
osv. I sjdlva verket har denna ekvation odndligt manga heltaliga 16sningar. Formlerna
z =m?—n?, Yy = 2mn, z=m?+n?

dér m och n ir relativt prima heltal med motsatt paritet, ger alla sddana 16sningar med ¥ jamnt
och x och y relativt prima (se vidare ovningar). Denna ekvation &r ett exempel pa sa kallade
diofantiska ekvationer — ekvationer med heltaliga koefficienter som man forsoker 16sa i heltalen
(eller i rationella talen). Ett mycket beromt exempel dr Fermats ekvation:
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dir n dr ett positivt heltal storre dn 2. Den franske matematikern Pierre de Fermat studerade den
ekvationen ar 1637 och trodde under en tid att han hade bevisat att i varje heltalig 16sning maste
minst ett av talen x, y, z vara lika med 0. Detta pastaende visades den 17 september 1994 av den
engelske matematikern Andrew Wiles efter 357 ar av sokande efter ett bevis. D4 satsen visades
visste man att Fermats pastaende var sant for allan < 4000000. Alltsa trodde man pa att Fermats
ekvation saknade heltaliga 16sningar med zyz # 0, men trots denna tro sokte man efter ett bevis.
Wiles bevis dr mycket langt — omfattar ndra 120 sidor och bygger pa flera tusen sidor av andra
matematiska resultat. Men det finns en nira besliktad ekvation

eyttt =1

som betraktades av Leonhard Euler under 1700—talet. Hans gissning var att den ekvationen, pre-
cis som Fermats, saknar heltaliga 16sningar med xyzt # 0. I datoraldern férsokte man kontrollera
Eulers pastaende. Man fann da inga Iosningar till ekvationen, vilket stodde Eulers formodan.
Men ar 1988 hittade Noam Elkies, da en mycket ung matematiker vid Harvard i USA, foljande
identitet:

18796760* + 2682440* + 15365639* = 20615673*

vilket visar att Euler inte hade ritt. Elkies 16sning dr ”den minsta” i limplig mening. Detta visar
dnnu en gang att ett matematiskt pastaende kan vara falskt (eller sant) trots att mycket talar for
(eller emot) dess riktighet.

(e) Ett annat exempel kommer fran R.K. Guys artikel "The Strong Law of Small Numbers” i
American Mathematical Monthly 95(1988) innehallande flera exempel pa forhastade slutsatser
som bygger pa matematiska experiment. Talen

31, 331, 3331, 33331, 333331, 3333331, 33333331

dr alla primtal, men talet 333333331 dr sammansatt — 333333331 &r delbart med 17 (kontrollera!).
[l

Trots vara exempel leder ofta matematiska experiment (induktion) till korrekta gisningar och
har didrmed ett mycket stort virde. Efter en experimentserie formulerar man ofta en férmodan
(en hypotes) och didrefter forsoker man bevisa dess riktighet. Vi ger ett antal exempel pa olika
deduktiva matematiska resonemang. Man kan inte ge nigra allménna recept pa hur man resonerar
och bevisar matematiska sanningar. Att ldra sig dessa tekniker tar vanligen ganska lang tid och
kriaver mycket 6vning. Men det viktiga &r att forstd behovet av deduktiva motiveringar och fa
en kinsla for vad ett bevis innebir. Vi ger ndgra exmpel pa deduktiva resonemang och samtidigt
forsoker vi forklara hur man resonerar ndar man bevisar olika pastaenden.

(6.2) Exempel. (a) Visa att kvadraten av ett udda heltal 4dr udda.
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Bevis. Innan vi borjar beviset maste vi tdnka en stund vad man menar med ett udda heltal. Svaret
ar att det 4r ett heltal som lamnar resten 1 vid division med 2. Ett sadant tal maste kunna skrivas
som n = 2q + 1, dir ¢q betecknar kvoten.

Nu borjar vi beviset. Lat n vara ett udda heltal. Detta betyder att n ldmnar resten 1 vid division
med 2, dvs n = 2q + 1, dér q 4r ett heltal. Vi rdknar:

n?=(2¢+1)*=4¢* + 49+ 1 =2(2¢* + 2¢) + 1.

Nu ser vi att dven n? limnar resten 1 vid division med 2, dirfor att n? = 2Q+1, dir Q = 2¢*>+2q
(Q 4r kvoten dd man dividerar n2 med 2). Alltsa #r n? ett udda heltal. d

Forklaring. Resonemanget ovan ir ett exempel pa ett "mycket vanligt” direkt bevis. Man
kan genomfora resonemanget pa andra sitt och formulera tankarna annorlunda (mgjligen nagot
kortare). Observera att vi har visat att implikationen

n dr ett udda heltal = n? dr ett udda heltal

ar sann.

(b) Vi skall visa att talet V/2 inte #r rationellt, dvs kan inte skrivas som ett brak med heltalig
tdljare och nimnare.

Bevis. Vi antar motsatsen, dvs vi antar att

(+) V2=,
n
dér bade m och n dr positiva heltal och n # 0. Vi forutsitter att minst ett av talen m, n dr udda
dérfor att man alltid kan forkorta braket om téljaren och nimnaren har en gemensam faktor 2.
Den sista likheten ger
m? = 2n?.

Den innebir att talet m? #r jaimnt och siledes maste m vara jamnt (ty kvadraten av ett udda m &r
udda). Vi kan skriva m = 2m/, ddr m/ 4r ett heltal. Insdttningen av 2m/ i stillet for m ger

2m12 — n2

Nu ser vi att iven n miste vara jimnt ty n? ir jimnt. Men detta #r en klar motsigelse — det visar
sig att bade m och n dr jamna, medan vi forutsatte att minst ett av dessa tal var udda. Denna
motsigelse visar att ekvationen () inte kan gilla, dvs /2 ér inte ett rationellt tal. O

Forklaring: Vi vill visa att utsagan A = /2 dir inte ett rationellt tal” &r sann. Vi utgar ifrdn dess
motsats = A = ”\/2 dr ett rationellt tal”. Denna utsaga medfor mycket litt utsagan B ="minst
ett av talen m, n dr udda”. Efter nagra omskrivningar kommer vi till dess motsats: =B = "bdigge
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talen m,n dr jamna”. Da konstaterar vi att var utgangsutsaga —A maste vara falsk, dvs utsagan
A ér sann.

Med hjélp av bokstéver kan situationen beskrivas pa foljande sitt:
—A= (B A —|B)

giller. Da drar vi slutsatsen att —A &r en falsk utsaga darfor att den medfor en falsk utsaga
B A —B. Alltsd maste A vara sann.

(6.4) Anmirkning. Resonemanget ovan forekommer i olika varianter. Man vill visa A. Man
antar att motsatsen —A giller. Efter ett resonemang kommer man fram till att =A implicerar
bade B och —B, vilket dr orimligt — man far en motségelse. Da konstaterar man att antagandet
att ~ A giller var felaktigt, dvs A maste vara sann.

Resonemag av den hiir typen kallas ofta for motsigelsebevis'. De bygger pi foljande tautologi:
[—lA = (B/\ —|B)] = A

(visa som Ovning att den &r riktig!). 0

(c) Vi skall aterkomma till exempel (a) och visa att n ér ett udda heltal d och endast da n? ir ett
udda heltal.

Forklaring. I (a) hade vi en implikation, medan vi hir har en ekvivalens. Lat A beteckna utsagan
’n dr ett udda heltal” och B utsagan “n* dr ett udda heltal”. 1 (a) visade vi att implikationen
A = B idr sann. Nu vill vi visa ekvivalensen A < B. Vi har tautologin:

(A& B)& [(A= B)AN(B= A)]
som visar att vi nu saknar den andra implikationen B = A.

Bevis. Ekvivalensen som skall visas kan ersittas av tva implikationer: n udda = n? udda och
n? udda = n udda. Den forsta implikationen har redan visats i (a) ovan. Det terstér att visa den
andra. Vi vet att n? ir udda. Antag att n &r ett jimnt heltal. D4 &r

n=2n,

ddr n' #r ett heltal. Alltsé dr n? = 4n'2. Den likheten visar att n? dr jimnt. Vi har alltsa visat
implikationen: n jimnt = n? jimnt. Detta innebir att n? udda = n udda. O

tDet latinska namnet pa motsigelsebevis ir reductio ad absurdum. Den engelska termen #r proof by contra-
diction.
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Forklaring. Vi visar implikationen B = A. Vi antar —A. Da far vi - B, dvs vi visar att
implikationen
-A=-B

ar sann. Vi drar slutsatsen att implikationen B = A idr sann. Hir utnyttjas tautologin:
(B= A)& (mA=—-B)

(kontrollera den!). Eftersom hogerledet i ekvivalensen visade sig vara sant, sa maste ocksa
vénsterledet vara sant. Implikationen —A =- —B kallas ofta kontrapositionen av B = A.
Det faktum att en implikation och dess kontrapositiva form alltid dr ekvivalenta utnyttjas ofta i
matematiska resonemang.

(d) Vilket av talen
3VT+ 52 5
qag = -

ch b=6
V5

ar storst?

Man kunde berikna a pa en minirdknare, men kan man lita pa minirdknare? Vi skall forsoka 16sa
problemet och bevisa forhdllandet mellan a och b (svaret ar inte sjdlvklart).

Lat oss anta att ¢ < b (vart antagande kan visa sig vara falskt och da ar det tvirtom a > b). Vi
g0r ett antal omskrivningar:
3VT+5V2

V5
3V7T+5V2 <6V5 =
(3VT7+5V2)? < (6V5)? =
63 4 30v7v2 + 50 < 180 =
30v14 < 67 =
(30v14)2 < 67% =
12600 < 4489

Den sista olikheten #r falsk. Alltsa maste den forsta olikheten vara falsk déarfor att alla implika-
tioner dr sanna. Detta betyder att a > b, dvs andra talet &r mindre. O

<6 =

Forklaring: Detta dr ocksa ett exempel pa ett “motsédgelsebevis”. Vi antar att ¢ < b (utsagan
A). Da far vi att 12600 < 4489 (utsagan B), vilket ger en motsédgelse eftersom 12600 > 4489
(utsagan —B). Vi drar slutsatsen att var utgangsutsaga a < b ar falsk, dvs a > b dr sann.

Observera dock att man kan resonera pa ett annat sétt. Alla “pilar” = idr i verkligheten ekvi-
valenser <. Den falska olikheten 12600 < 4489 sédger att den ursprungliga ¢ < b maste vara
falsk. Darfor géller a > b. (Man kunde borja med a > b och da skulle resonemanget forenklas.)
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(e) Ar det sant att for alla reella tal z giller likheten (z + 1)2 = z? + 1? Nej, likheten ter
sig orimlig eftersom (z + 1)? = z? + 2x + 1, medan till héger har man z? + 1. Ricker detta
resonemang som bevis? En sddan argumentering dr mycket néra ett formellt bevis, men man kan
komma med invindningar — att tva uttryck ser annorlunda ut behover inte innebéra att de inte dr
lika #ndé. Tatex 2® + 1 och (x + 1)(z® — z + 1). Dessa tva uttryck har olika utseenden, men de
ar lika for alla z:

(z+1)2*—a+1)=2> -2’ +a+2°—o+1=0°+1
Rent formellt undrar vi om foljande utsaga &r sann:
Veer (r+1)% =22 + 1.
Vi vill visa att den &r falsk, vilket betyder att
Trer (v +1)%# 2% + 1.

Sanningen av den sista utsagan foljer om vi ger ett enda exempel pa att det finns x € R sa att
(x+1)2# 2%+ 1. Viljddtex z = 3. Dd dr

(3+1)2 #3%+1.

Detta dr vart bevis. Man siger ofta i liknande sammanhang att man konstruerar ett motexempel.
d

Betrakta ett annat exempel. Ar det sant att for alla rella tal a och b giller det att /a +b =
V/a + /b? Vi vet mycket vil att sa ir inte fallet. Hur bevisar vi detta? Det ricker att konstruera
ett motexempel: Tag a = 9, b = 16. Da har man:

VL=+v9+16=5

och

HL = V9 + V16 =T.

Alltsa ar HL # VL, vilket visar att det atminstone i detta fall giller
Va+b#+a+Vb.

Vi aterkommer i Ovningar till andra exempel pa bevis. Lat oss notera att det mycket sillan
finns fidrdiga recept pa matematiska bevis. Det &r en stor utmaning och ibland en mycket svar
uppgift att bevisa matematiska satser. Men det finns en del bevismetoder och mycket generella
principer. Att ha en “bevismetod” betyder dock inte att man kan automatisera bevisprocessen
(detta giller inte minst matematisk induktion). Det finns dock undantagsfall di matematiska
bevis kan automatiseras. Ett sddant sédllsynt exempel &dr bevis av tautologier i satslogik (man
har ju ”sanningstabeller”) och bevis av olika identiteter for likheter mellan méngder (som kan
oversiittas till uttryck i satslogik — se motsvarande exempel i avsnittet om matematikens sprak).



