Avsnitt 1

MATEMATIKENS SPRAK

Varje vetenskap, liksom varje yrke, har sitt eget sprak som ofta dr en blandning av vardagliga ord
och speciella termer. En instruktionshandbok for ett kylskap eller for en dator &r full av olika termer
som man maste forsta for att kunna ha anvindning av apparaten. Ibland kan yrkestermer dversittas
till vardagliga uttryck da man vill férklara nagot for den oinvigda. Men ofta dr en sddan Gversittning
omojlig. Det dr tinkbart att nya vetenskapliga ron i biologi om t ex véxternas liv, eller nya forsk-
ningsresultat om ldkemedel, kan forklaras utan komplicerade facktermer. Nir det giller matematik
ir situationen annorlunda. Det dr mycket svart och egentligen omgjligt att forklara matematiska pro-
blem utan det matematiska spraket dven pa en mycket 1ag niva. Precis som man ldr sig frimmande
sprak for att t ex kunna kommunicera pa engelska, maste man ldra sig det matematiska spréaket for
kunna anvidnda matematik och diskutera matematik med andra. Precis som med fraimmande sprak lér
man sig det matematiska spraket successivt. Samtidigt méste man hela tiden vara medveten om att
det #r oerhort viktigt att forsta vad orden betyder for att undvika missforstaind och kunna uttrycka
sig korrekt. Det matematiska spraket bestér av olika termer och beteckningar. Dessa termer paminner
ibland om vardagliga uttryck. Men man maste vara mycket forsiktig darfor att vardagliga termer kan
leda véra associationer i fel riktning. Vi fér se i detta avsnitt att t ex sddana ord som “eller” eller "och”
anvinds i matematiska sammanhang i en mycket bestimd mening som ibland avviker fran var vardag-
liga anvéndning av dessa ord. Samma situation forekommer med frimmande sprék — vi tror ibland att
ett engelskt ord betyder nagot annat #n vad det verkligen gor dérfor att ordet pAminner om ett svenskt
ord. I matematiska sammanhang introduceras nya termer och begrepp i form av definitioner. Ofta i
sddana sammanhang skriver man uttryckligen ordet “’definition”. Men ibland definieras nya matema-
tiska begrepp i den 16pande texten. Vi skall forsoka anvinda fet stil da en ny term introduceras. Detta
avsnitt dgnas at de logiska konnektiven som t ex “eller”, “och”, ”om ..., sd ...” samt "dd och endast
da” som mycket ofta anvénds i det matematiska spraket. Vi diskuterar ocksa uttrycken “’for alla” och
“det finns”. Samtidigt introducerar vi nagra vanliga matematiska beteckningar.

Lat oss borja med ett exempel som visar att betydelsen av ordet “eller” i vardagliga situationer kan
variera.

(1.1) Exempel. Lat oss betrakta tvd meningar:
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”I kvall liser jag eller gar pa bio”

Detta pastaende bestér egentligen av tva meningar: p = "I kvdill liser jag” och q = I kvdill gar jag pd
bio”. I matematiska sammanhang brukar man anvénda symbolen V i stillet for "eller”. Vi kan skriva
vart pastdende pa formen

pVg.

Nir #r detta pastdende sant? Det &r klart att det dr sant om jag ldser i kvill. Det dr ocksa sant om jag
gar pa bio i kvill. Men det &r ocksa sant da jag bade ldser och gér pa bio under kvillen.

Betrakta nu ett annat pastaende:

I kvdll flyger jag till New York eller till Kairo”

Hir har vi ocksa tva bestdndsdelar p = "I kvdill flyger jag till New York” och q = I kvdill flyger jag till
Kairo”. Men bindeordet “eller” betyder hir snarare “antingen p eller ¢” — enligt véara kunskaper om
virlden endast en av mojligheterna kan intridffa, dvs meningen &r sann om exakt en av utsagorna visar
sig vara sann. I matematiska sammanhang tolkas betydelsen av “eller’” alltid i enlighet med det forsta
exemplet. Vi formulerar en exakt definition om en liten stund. O

I fortséttningen betecknar vi meningar eller vad man kallar i matematiska sammanhang utsagor med
olika bokstiver a, b, ¢, ..., p, g, r. Nu ger vi foljande definition:

(1.2) Definition. Om p och ¢ &r tva utsagor sé kallas utsagan ”’p eller ¢ for disjunktion. Den beteck-

nas med p V q. Disjunktionen p V ¢ dr sann da minst en av utsagorna p eller ¢ dr sann.
O

Detta visar att i matematiska sammanhang kommer man dverens att sanningen av en utsaga “’p eller
q” tolkas i enlighet med den forsta mojligheten i exempel (1.1).

Vart intresse #r snarare inriktat pa matematiska utsagor som tex 2 + 2 = 4 eller 2 + 2 = 5. Vi sysslar
endast med utsagor som antingen ir sanna eller falska. Den forutséttningen géller inte alla utsagor
i vardagliga situationer. T ex kan vi inte sdga om foljande utsaga &r sann eller falsk: “Kanske har jag
lust att ga pa bio”. Om en matematisk utsaga p dr sann sa séger vi att p har logiska vérdet eller kortare
(sannings)vardet S (eller ibland 1). Om p ir falsk sa séger vi att p har logiska vérdet F' (eller ibland
0). Utsagan 2+ 2 = 4 har sanningsvérdet .S, ddremot har 2+ 2 = 5 sanningsvérdet F'. Ibland kommer
vi att skriva v(p) = S om utsagan p dr sann, och v(p) = F om den ér falsk.

Nu kan vi beskriva vérdet av disjunktionen pV ¢ beroende pa virdena av p och g med hjélp av foljande
tabell:
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Nu dvergar vi till ordet “och”. Hir finns det inte nagon skillnad mellan den vardagliga betydelsen och
den matematiska. Om vi siger

1 kvdill liser jag och gar pa bio
sa dr den utsagan sann precis da bade utsagan p = I kvdill liser jag” och utsagan q = "I kvdll gar jag

pd bio” dr sanna. En formell definition &r f6ljande.

(1.3) Definition. Om p och g &r tva utsagor sa kallas utsagan ”p och ¢” for konjunktion. Den beteck-

nas med p A g. Konjunktionen p A ¢ dr sann exakt da bade p och ¢ dr sanna.
O

En tabell som visar sanningsvirdet av p A ¢ beroende pa sanningsvirdena av p och ¢ ar foljande:

plqg |[phg
F|F| F
F | S F
S|F| F
S| S S
Det &r ndgot svarare att hantera en annan mycket vanlig konstruktion: om ... sd...”. T ex

Om viidret dr bra i kvill, sa tar vi en lang promenad”
Har har vi tva utsagor p = " Viidret dr bra i kvdll” och ¢ = Vi tar en ldng promenad”. Med hjilp av p
och ¢ konstruerar vi den nya utsagan ”Om p sd ¢ som kallas implikation och betecknas med p = gq.
I stéllet for ”Om p sd ¢” anvinder man ofta andra uttryck som t ex
p medfor (att) q
eller

p implicerar (att) q.

Innan vi formulerar den exakta definitionen 1at oss betrakta foljande exempel:
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(1.4) Exempel. Lét n beteckna ett heltal, p(n) utsagan "6 delar n” och ¢(n) utsagan 3 delar n”.
Varje utsaga
6 delar n implicerar att 3 delar n

dvs p(n) = q(n) dr onekligen sann. Men 14t oss testa den utsagan for olika virden pd n. Om n = 12
sa sdger den:
6 delar 12 implicerar att 3 delar 12,

om n = 13 far vi
6 delar 13 implicerar att 3 delar 13,

och for n = 15:
6 delar 15 implicerar att 3 delar 15.

Observera att alla dessa utsagor &r sanna. Men i forsta fallet dr bade p(12) och ¢(12) sanna, i det andra
dr bade p(13) och ¢(13) falska, ddremot i det tredje &r p(15) falsk, men ¢(15) sann. O

Observera att i det sista exemplet saknas endast fallet dd en sann utsaga implicerar en falsk. Detta &r
ocksa grunden for den exakta definitionen av sanningsvirdet av en implikation nedan — en implikation
ar falsk endast da en sanning implicerar en osanning. Didremot kan en osanning implicera vad som
helst — bade sanning och osanning.

(1.5) Definition. Om p och ¢ &r tva utsagor sa kallas utsagan “om p, sd q” for implikation. Den
betecknas med p = ¢. Implikationen p = ¢ &r falsk enbart da p &r sann och g ir falsk. O

Tabellen for sanningsvirdet av implikationen p = ¢ &r saledes foljande:

SRR
W N0 R
n YW W

(1.6) Anmiérkning. Observera att implikationen p = ¢ alltid dr sann da p &r falsk. Saledes 4r t ex
implikationen:
1=2)=(2=3)

sann. Men om en implikation p = ¢ &r sann och p &r sann sd maste dven ¢ vara sann. Den observatio-
nen spelar en mycket viktig roll i logiska resonemang béde i vardagliga situationer och i matematiska
sammanhang. Ofta kallar man p for forutsiattning eller antagande. Man kallar ¢ for slutsats eller
pastaende. Alltsd om forutsittningen dr sann och implikationen

forutsdittning = slutsats
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4r sann, sa dr slutsatsen sann. O

(1.7) Anmiérkning. Vi har redan noterat att man uttrycker implikationen p = ¢ pa flera olika sitt

omp sdq,
p medfor (att) g,

p implicerar (att) q.

Men det finns tva andra sitt. Man sédger ocksa att
p ar tillrdckligt for (att) q

eller
q ar nodvandigt for (att) p.

Forsok formulera dessa utsagor med p och ¢ i exempel (1.4) och tink igenom de sa konstruerade me-

ningarna for att inse att dven i det vardagliga spraket Gverensstimmer detta uttrycksitt med uttrycken
“medfor att” eller "implicerar”. O

En annan viktig konstruktion dr ”p dr ekvivalent med q”, vilket betecknas med p < q. Uttrycket
?ekvivalent med” betyder i vardagliga termer att p och ¢ séger samma sak (fast for det mesta pa olika
sdtt). Lat oss dven den hir gangen borja med ett exempel:

(1.8) Exempel. Lit n vara ett godtyckligt heltal, p(n) utsagan 3 delar n”, och g(n) utsagan 3 delar
summan av siffrorna i n”.
3 delar n dr ekvivalent med att 3 delar summan av siffrorna i n
ir en mycket vilkind egenskap. Lat oss testa den dd n = 12 och n = 13. I forsta fallet har vi
3 delar 12 dr ekvivalent med att 3 delar summan av siffrorna i 12,
medan i det andra

3 delar 13 dr ekvivalent med att 3 delar summan av siffrorna i 13.

Bigge utsagorna #r sanna, men i det forsta fallet dr bade p(12) och ¢(12) sanna, medan i det andra
dr bade p(13) och ¢(13) falska. Detta svarar mot en riktig forestidllning om en ekvivalens: sanning &r
ekvivalent med sanning, och osanning 4r ekvivalent med osanning. Didremot sanning och osanning &r
inte ekvivalenta. Detta exempel &r grunden for vér nésta definition. O
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(1.9) Definition. Om p och ¢ &r tva utsagor sa kallas utsagan “p dr ekvivalent med ¢ for ekvivalens.
Den betecknas med p < ¢. Ekvivalensen p < ¢ &r sann enbart dd p och ¢ har samma sanningsvirde.
O

Detta betyder att sanningstabellen for ekvivalens &r foljande:

SRR ETRS
e
e e VA

(1.10) Anmirkning. Ekvivalens p < ¢ utlédses ocksa pa flera olika sitt. I stéllet for p dr ekvivalent
med q” siger man t ex

p dd och endast dd q

eller
p om och endast om q

eller
p dr nodvandigt och tillrdckligt for q.

Vi avslutar med en mycket enkel konstruktion — man tar en utsaga och man formulerar en ny “ej p”
eller "det dir inte sant att p (gdiller)”. Den kallas for negation.

(1.11) Definition. Om p ir en utsaga sa kallas utsagan “¢j p” for negationen av p. Den betecknas
med —p. Utsagorna p och —p har motsatta sanningsvérden. O

Den sista meningen betyder att sanningstabellen for negation dr foljande:

p | ™p
F\|S
S| F

De fem symboler som vi har introducerat: V, A, =, <, — kallas for de logiska konnektiven. Vanligen
har man att gbra med mera sammansatta utsagor i vilka fler dn ett av dessa konnektiv ingér. T ex
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[(pAg) Vr]=[(=pV —~q) AT]

Uttryck av den hir typen kallas allmint for satsformer. Precis som tidigare kan man undersoka det
logiska virdet av en satsform beroende pa sanningsvirdena av de ingdende satserna. Lat oss betrakta
néagra exempel:

(1.12) Exempel. (a) Satsformen

(p=q) = (g=p

har olika sanningsvirden beroende pa sanningsvérdena av p och ¢. Vi kan studera dessa sanningsvirden
med hjélp av foljande tabell:

(¢=p)

oy S

=
S
F
S
S

Vi ser att satsformen ir falsk enbart om p ar falsk och ¢ &r sann.

Man kunde komma fram till den slutsatsen mycket snabbare. Man kan ndmligen fraga sig nir impli-
kationen ovan r falsk. Vi vet att detta intriffar exakt dd v(p = ¢q) = S och v(q¢ = p) = F. Men den
sista likheten giller exakt da v(p) = F och v(g) = S och da giller dven den forsta likheten. Detta &r
just resultatet av var studie med hjélp av tabellen ovan.

(b) Nu skall vi undersoka sanningsvérdena av satsformen

—(p=q) & (pA—q).

Vi gor det med hjilp av en tabell. Du kan forsoka gora det utan tabellen genom att stélla fragan nér
satsformen #r falsk (eller sann, men det gar snabbare med den forsta fragan).

Q) | ~q|pA-q| -(p=q) & (PAq)

VLIRS
ST
o i N w|d

-~
F S
F S
S S
F S
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I detta exempel har vi en ekvivalens av tva uttryck: =(p = ¢) och p A —g. Vi kan uppfatta den
ekvivalensen sd att implikationen p = ¢ &r falsk precis da p &r sann och ¢ &r falsk. Detta visste vi
redan tidigare i samband med vér definition av sanningsvirdet hos en implikation. 0

Som vi ser dr satsformen i exempel (1.12) (b) alltid sann helt oberoende av vilka sanningsvirden
tillskriver man p och ¢. Sadana satsformer 4r mycket viktiga darfor att de representerar tankemonster
som alltid 4r sanna.

(1.13) Definition. En satsform som &r sann for alla mojliga uppséttningar av sanningsvérdena av de
ingdende variablerna kallas en tautologi (ibland en logisk sanning). En satsform som ér falsk for alla
mojliga uppsittningar av sanningsvirdena av de ingdende variablerna kallas en kontradiktion. [

Ett exempel pa en kontradiktion &r

p<=p

— en sanning kan inte vara ekvivalent med en osanning.

Mojligheten att kontrollera tautologierna som i exempel (1.12) kan anvédndas for att kontrollera om
vissa utsagor #r korrekta, t ex dd man vill bilda negationen av ett pastdende. Betrakta foljande exempel.

(1.14) Exempel. Olikheten 1 < = < 5 kan betraktas som en konjunktion p A g om

p — ”./L‘ > 1”

och

q:”x<5”

Vad betyder att 1 < z < 5 inte giller? Forsok formulera ett svar pa denna fraga! Formellt vill vi
omformulera utsagan —(p A ¢). En stunds eftertanke sdger att om z inte befinner sig mellan 1 och 5
sd maste x vara mindre &n eller lika med 1, eller ocksé storre 4n eller lika med 5 dvs

S(l<z)A(z<d)] <= [~(1<z)V-(r <)<= (z<1Vz>5).

Vart resonemang foljer foljande tautologi: —(p A q) < (—p V —¢q) som ir en av de sd kallade de
Morgans lagar (se nedan). O
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Vi ldmnar som &vningar bevisen av ndgra enkla och viktiga tautologier som anvinds i liknande situ-
ationer da man vill bilda negationen av en satsformel. Fler tautologier finns i dvningar och i avsnittet
om induktiva och deduktiva resonemang.

Den dubbla negationens lag:

TP <P,

De Morgans lagar (negationen av en disjunktion och negationen av en konjunktion):

=(pVq) & (=pA—g),

~(pAg) & (mpV ).

Negationen av en implikation (se Exempel (1.12)):

~(p=4q) & (PA—9).

Negationen av en ekvivalens:

~(peq) [(pAq) V(g -p)]

Tautologier anvinds ofta i samband med logiska resonemang savil i matematiska sammanhang som
i vardagliga situationer. Vi skall studera flera exempel i avsnittet om deduktion och induktion, men
redan nu kan vi betrakta foljande (kriminal-)fall:

(1.15) Exempel. Tre misstidnkta personer A, B och C berittar var sin version av en hindelse. Om A
talar sanning s& gor B ocksé det. Om C ljuger sa ljuger d&ven A. Minst en av A, B, C ljuger. Slutsatsen
ar att A ljuger. Varfor?

Lat p = A talar sanning”, q = "B talar sanning”, r = ”C talar sanning”. Vart pastdende sidger att
implikationen

(=g A(=r=-p)A(=(pAgAT))] = (D)

ar sann samtidigt som vi vet att vara forutsdttningar géller. Om vi lyckas visa att implikationen dr en
tautologi sa visar vi att ~p maste vara sant dvs A ljuger (se (1.6)).



10 MATEMATIKENS SPRAK

Ar implikationen ovan en tautologi? Vi skall inte studera satsformen med hjilp av sanningstabeller
som i exempel (1.12). Lat oss i stillet anta att implikationen ovan &r falsk. Detta intriffar precis da
v(—p) = Fochv((p=qg)A(-r=-p)A(=(pAgAT))) = S. Alltsd v(p) = Sochv(p = q) = S,
v(-r = —-p) = Ssamtv(—~(pAgAr))=Sdvsv(pAgAr)=F.

Likheten v(p = q) = S siger att v(q) = S ty v(p) = S. Likheten v(—~r = —-p) = S siger
att v(—-r) = F ty v(-p) = F. Alltsa dr v(r) = S. Nu vet vi att v(p) = v(q) = v(r) = S dvs
v(p Ag A r) = S. Vihar fitt en motséigelse — om implikationen ovan inte &r en tautologi sa dr
v(p AgAT)=Sochv(pAgAr)=F.Alltsd dr implikationen en tautologi.

Om Du tycker att vart resonemang &r svart kan du forsoka kontrollera tautologin med hjélp av en

tabell (det blir 8 rader i tabellen!). O

Vi avslutar detta avsnitt med nadgra kommentarer om tva mycket vanliga uttryck som anvénds i mate-
matiska sammanhang — "det finns” och “for alla”.

(1.16) Exempel. Betrakta tva pastdenden:

det finns en reell losning till ekvationen z° —3 =0

och
det finns ett heltal som ligger mellan 1/2 och 3 /2.

Dessa pastdenden antecknas pa foljande sitt:
Jeer 22 —3=0

och
Tpez 3 <z < 3.

Symbolen 3 betyder just “det finns”. Observera att vi skriver nigot nersinkt, liksom index, var vi
befinner oss — i forsta fallet sdger vi att det finns ett reellt tal x, och i det andra, att det finns ett
heltal z. Anvidndningen av bokstaven z har ingen betydelse. Vi kunde lika gérna byta z mot en annan
bokstav. Nar man utldser symbolen 3 med efterfoljande text sa anvdnder man vanligen frasen “det
finns ... sadant att ...”. T ex sdger forsta pastdendet att

"det finns ett reellt tal = sidant att ° —3 = 0”

och det andra att

"det finns ett heltal x sadant att % <z < %

Som Du sikert mirker avviker det formella spriket fran vara ursprungliga uttryck som dock siger
exakt samma sak. Symbolen 3 kallas existenskvantor. O
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(1.17) Exempel. Betrakta nu tva pastdenden som anvinder frasen “for alla” (ibland "for varje” eller
“varje’):
for varje reellt tal - gdiller det att 2> +1 > 0

och
alla heltal dr delbara med 2

(det andra pastiendet &r helt enkelt inte sant, men det har inte nadgon betydelse for vara exempel). Nu
anvinder vi en annan symbol: V som utldses “for alla” (ibland “for varje”) och kallas allkvantor.
Med hjilp av denna kvantor skriver vi:

Veer 22 +1>0

och
VnEZ 2‘”‘

Rent formellt utldser vi dessa symboler s hér:

for alla reella tal x gdller det att 2 +1 > 0

och
for alla heltal n gdller det att 2 dividerar n

Det dr bara ett annat sétt att sdga samma sak som tidigare, att alla heltal dr jimna. Vi har dndrat
formuleringen for att skriva det hela kortare med hjélp av en matematisk symbol. 0

Hur bygger man negationer av uttryck som innehaller allkvantorn eller existenskvantorn? Betrakta ett
exempel.

(1.18) Exempel. (a) Lat X vara mingden av alla elever i en skola. z € X betyder da att x &r en av
dessa elever. Om vi sédger att nagon elev i skolan pratar franska, vad &r negationen av detta pastdende?
Rimligen att ingen av eleverna i skolan pratar franska. Om vi vill anvdnda det matematiska uttrycket
”for varje” sa kan vi formulera oss sa att ”for varje elev x i skolan gdller att x inte pratar franska”.
Vi kan gé ett steg ldngre i vara formaliseringsstrdvanden. Lat f(z) betyda just att ’z pratar franska”.
Da var vart ursprungliga pastaende

EIacEX f(.’L')
medan dess negation
_‘azeX f(.’L‘)
betyder detsamma som
VweX _‘f (:I,‘)

Detta ir just den allménna metoden att bilda negationen av uttrycket 3¢ x f(x) dvs vi har tautologin:
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—dyex f(.’II) > Viex —|f(:1,‘)

(b) Vi behéller samma beteckningar och pastar att alla elever i skolan X pratar franska. Med samma
beteckningar som ovan skriver vi vart pastaende som

VSCEX f(.’E)

Vad betyder negationen av detta pastdende? Helt klart betyder det att det finns (minst) en elev i skolan
som inte pratar franska. Alltsa betyder

_‘V;UEX f(l‘)

detsamma som
3zEX —|f(.’L‘)

Allmént har vi tautologin:

“Veex f(z) = Tzex ~f(2).

Vi skall avsluta detta avsnitt med exempel som visar att man maste vara mycket forsiktig dd& man
kastar om uttrycken “det finns” och “for alla”.

(1.19) Exempel. Lat X vara mingden av alla gifta kvinnor i G6teborg och Y mingden av alla gifta
min i samma stad. Lat z € X och y € Y. Beteckna med f(z,y) utsagan "z dr gift med y”. Vad siger
pastaendet

VweleyEY f(:c,y) ?

Det séger att for varje gift kvinna i Goteborg finns en gift man i Goteborg sa att de &r gifta — ett rimligt
pastidende som dock inte behdver vara sant. Vad siger

JyevVaex flz,y) ?

Den hir gangen far vi att det finns en man i G6teborg som &r gift med alla kvinnor i staden. Alltsa var
forsiktig d& kvantorerna skall placeras! 0
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OVNINGAR

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Visa att foljande satsformer 4r tautologier:
(a) =(—p A p) (motsigelselagen),
(b) (p = q) & (—g = —p) (transpositionslag),

(c) =p = (p = q) (Duns—Scotus lag; kan tolkas som att ur ett falskt pastdende kan man dra
vilken slutsats som helst),

@ (pAg) =p,

@ (Ag=r)ep=(g=r)

O lpAlgvr)lellpAgVipar).
Vilka av foljande satsformer &r tautologier?
@I[pVaA-pl=q

® (=9 Al@=p)]=(Va),
©@[p=aN(g=r)]=({=r).

Man definierar Sheffers streck

’7‘”

med hjilp av sanningstabellen:

=S
<

p

F
F
S
S

Ny W g
Mt o

(a) Motivera att p|g < —(p A q).

(b) Uttryck —p, p V q och p A g med hjilp av Sheffers streck.

Bilda negationen av f6ljande meningar och anvind kvantorer for att skriva bade dessa meningar
och deras negationer:

(a) Applen ir roda;

(b) Varje pojke tycker om en flicka;

(c) Varje hund har en svans;

Ar foljande resonemang riktiga?

(a) Lat [, m, p vara tre riita linjer i planet. Om det inte dr sant att [ &r parallell med m eller p inte
ar parallell med m, sa dr [ parallell med m eller p dr parallell med m.

(b) Kajsa kan logik da och endast da det inte dr sant att det inte dr sant att Kajsa kan logik.



