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Lasanvisningar till 3 mars
Vi jobbar vidare med grafteorin.
Graffargning och Kromatiskt tal.

Med en fdrning av en graf menas ett satt att tilldela farger till grafens
noder, sa att tva noder som forbinds av en kant far olika farg. Ett klassiskt
problem inom grafteorin, som lostes 1976 av Appel och Haken, ar att visa
att varje planar graf har en fargning som bara anvander fyra farger. Detta
ar kant som fyrfargssatsen.

Ovning: Ge ett exempel av planir graph som inte kan fargas i 3 farger.

Varje loopfri graf kan fargas, om inte annat genom att man ger varje
nod en egen fiarg. Graffargningsproblem handlar ofta om att avgdra hur
manga farger som behovs for att firga en graf. Det minsta antalet farger
som mojliggor en farning av en graf G kallas det kromatiska talet for G och
betecknas x(G). Fyrfargssatsen siger alltsa att om G &r en planir loopfri
graf, sa ar x(G) < 4.

Ouvning: Bestim x(K,), och x(Kpn).

Sats. Om noderna © en graf kan ordnas vy, vs, ..., v, sa att varje nod v;
har firre dn k grannar bland de foregaende noderna vi,vs,...,v;_1, Sa kan
grafen firgas med k farger.

Bewvis. Vi kan farga noderna en efter en i den givna ordningen, och i
varje steg vilja en firg som inte tidigare har anvints fér nagon av dess
grannar. Eftersom hogst £ — 1 farger kan vara upptagna, och det finns £
farger tillgangliga, kan vi aldrig kora fast.

Uppgifter ur Vretblad:

Avsnitt Uppgift

5.7 5.33 (Téank pa totala antalet kantdndar i grafen for att se att
Z deg(v) = 2|E(G)|; konkludera nu det som behdvs);
vEV(Q)
5.34-5.36

0.8 9.39



Ytterligare ovningar:

1. Bestdm en Hamiltoncykel i grafen Q3 (def. ges pas. 128 i Vretblad).

2. Visa att G ar ett trad omm det finns en unik stig mellan varje par av
noder.

3. Lat G vara en bipartit graf med ett udda antal noder. Visa att G inte
kan ha en Hamiltoncykel. Ge ett kort men klart bevis!

4. Lat G vara en dndlig riktad graf som ar acyklisk, d.v.s. som inte har
nagon riktad cykel. Visa att G har en kdlla, d.v.s. en nod med inga kanter
riktade till sig. Visa att G aven har en sanka, d.v.s. en nod med inga kanter
riktade fran sig.

5. Lat G vara en édndlig riktad graf dar varje nod kar nagon kant riktad
fran sig. Visa att G har en cykel. Géller detta om grafen inte behéver vara
andlig? Om svaret ar ja, ge bevis, men beskriv annars ett motexempel.

6. Ar det mojligt att foljande listor ar graderna av alla noder i en graf?
Om sa fallet, rita en representant for grafen.

a) 2,2, 2, 3.

b) 1, 2, 2, 3, 4.
c)2,2,4,4,4,4.
d) 1,2, 3, 4.

7. G ar en lop-fri oriktad graf med atminstone en sida. Visa att G ar
bipartit om och endast om x(G) = 2.

8. Komplementet till G ar grafen med samma noder som G men dar tva
noder ar grannar om och endast om de inte ar det i G. Bevisa att om G
ar en osammanhangande graf, da dr komplementet till G sammanhingande.
Faktum &r att i sa fall finns det en vig av langd hogst tva mellan varje par
av noder i komplementet.

Omviandningen géller inte, d.v.s. det finns grafer som &r sammanhingande
och har sammanhéngande komplement. Ge ett exempel av sddan graf med
4 noder.



