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Repetition I

(matematisk induktion, kombinatorik, iteration och rekursion)

Vi forbereder oss for 6vningstenta (som skall vara den 9 april) genom att
16sa foljande Gvningar och svara pa teoretiska fragorna.

1 Matematisk induktion

1.1 Fragor om teori

1. Formulera induktionsprincipen. (Lat P, vara en utsaga om ett naturligt
tal n, och antag att foljande pastaenden dr sanna:

(a) Py dr sann;
(b) Fér varje k > 0 gdller att om Py dr sann, sa dr dven Py, sann.

Da ér P, sann fir alla naturliga tal n.)

1.2 6vningar
(")vning 1. Bevisa med matematisk induktion att for n = 1,2,3, ... galler

§ 1
Zk2 = 6(2713 + 3n® + n).
k=1

. - 1 2
Ovning 2. Bevisa med matematisk induktion att Z k(k+1) = nn+ ;(n +2) ,

k=1

for alla heltal n > 1.
6vning 3. Bevisa att 3" > n3 for n > 4.

(")vning 4. Bestdm det minsta positiva heltalet n for vilket olikheten 2™ >
(n? + 1) géller och visa olikheten med induktion fran och med det talet.

2n3 + 3n? — 5n
6 b

Ovning 5. Visa med hjilp av induktion att Z(k-l—l)(k—l) =

k=1
for alla n > 1.

Ovning 6. Visa att (%)W1 > (n—1)! for n > 3.



2 Kombinatorik

2.1 Fragor om teori

2. Formulera multiplikationsprincipen. (Om fdsta beslut innebdr ett val mel-
lan nq alternativ, andra beslut innebdr ett val mellan no alternativ, osv, och
beslutet skall fattas m ganger i foljd, oberooende av varandra, sa finns det
Ny Ng-eee- N mojliga beslutsfoljder.)

3. Formulera additionsprincipen. (Antag att vi har moglighet att vilja mellan
tva “objekt” A och B, ddr A forekommer ¢ n varianter och B i m varianter.
Antalet sdtt att vilja mellan n varianter av A och m varianter av B dr n+m.)

4. Vad ar permutationer? (Ur en mdngd (grundmdngd) av n olika objekt
(foremal) skall man utvilja en delméingd av k objekt, som skall uppriknas i
en viss ordningsfoljd. En sadan ordnad delmdngd kallas en permutation av
k element ur n givna.)

5. Hur manga permutationer av k olika objekt valda bland n givna finns det?

(Svar: P(n,k)=n(n—1)(n—-2)---(n—k+1)= (nf—'k)')

6. Vad ar kombinationer? (Vi vdljer ut k element bland n givna, men nu
bortser vi fran ordninigen mellan de valda elementen. Detta kallar man for
att vdlja ut en kombination av k element ur de n givna. En kombination kan
dven helt enkelt ses som en delmingd av den givna grundmdngden.)

7. Hur manga olika kombinationer av k element ur de n givna finns det?

(Svar: (}) = P(Z!’k) = k!(r?ik)!')

8. Formulera Dirichlets ladprincip. (Om n + 1 foremal skall fordelas pa n
fack, maste minst ett fack komma att innehalla mer dn ett foremal.)

9. Formulera Binomialsatsen. Om n dr ett naturligt tal, sa gdller

(z+y)" = i (Z) "Ry,

k=0

10. Visa Binomialsatsen.

Det gar att visa satsen med matematisk induktion. Men det ar enklare att
visa den pa fojlande satt:

Man har

-

@+y)" =@+y)z+y)---(@+y).
nst;rrcken

Om vi multiplicera de n faktorerna i HL, far vi ett antal termer som alla

har formen 27y* med j + k = n, dvs. termer som kan skrivas 2" *y* med
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0 < k < n. Fragan ar: for ett visst k-virde — hur manga termer far man av
denna form? En sadan term uppstar genom att man ur var och en av de n
parenteserna valjer endera x eller y. Vi kan t. ex. tala om ur vilka £ av dem
vi valjer y. Detta kan goras pa (Z) satt, vilket betyder att antalet termer av

formen z"*y* #r just ( )

11. Skriv upp nagra forsta rader i Pascals triangel.

12. Vilka formler anvénder vi for att bygga Pascals triangel? (Svar: (g) =

() =toch (") = () + ("), dar 1 <k < n)

13. Visa att antalet heltals 16sningar (1, xo, . .., z,) till ekvationen
T1+ T+ -+ Ty =T,

dar z; > 0 for alla 7, ar (”“L’" 1)

Bevis: Vi genomfor beviset genom att 1osa fordelningsproblemet, namligen:
Vi har r stycken identiska kulor och vi vill placera dem i n olika lador. Pa
hur manga séitt kan detta ske? Om vi hér later x; beteckna antalet kulor som
laggs i lade nummer 7 sa far vi att fordelningsproblemet ar ekvivalent med
problemet i fragan. Vi l6ser fordelningsproblemet genom att ligga objekten
pa rad och att placera in n — 1 stycken mellanviaggar for att markera vilka
objekt som hamnar i respektive lada.

lada 1 lada2 lada3 --- --- ladan

Hér har vi totalt n + r — 1 objekt, r stycken e och n — 1 stycken |, och vi
ar intresserade av antalet satt att arrangera dessa. Detta antal ar lika med

(n—|—r—1) ]
2.2 6vningar

Ovning 7. Hur manga “ord” med 10 (svenska) bokstédver finns det? Hur
manga dar de forsta och sista bokstaverna ar olika.

Ovning 8. Givet #ir de 7 bokstiiverna i ordet APPARAT. Hur ménga olika
“ord” (=bokstavspermutationer) kan man bilda av dem med

a) 7 bokstaver?
b) 5 bokstaver?

C)vning 9. Hur manga 6-bokstaviga “ord” kan man bilda ur ordet PASCAL?
Hur manga 4-bokstaviga ur det?



(")vning 10. Hur manga sjusiffriga tal finns det som innehaler siffrorna 0, 1,
1,1,2,2 37

(")vning 11. Om alla 6-bokstaviga “ord” som kan bildas ur ordet FLICKA
ordnas i bokstavsordning, vilket ord kommer

a) fost
b) sist
c) pa plats 57

Ovning 12. Visa kombinatoriskt att

()= GGG ) GG () 6)-()6)

for 0 <k <m,n.
Visa med halp av detta att

2n_n2+n2+n2++ n2+n2

n) \0 1 2 o \n-1 n)
(")vning 13. I en forening med 15 medlemmar skall viljas en styrelse bestaende
av ordforande, kassor och tva évriga ledamoter.

a) Hur manga olika styrelser dr mojliga?

b) Om foreningen bestar av 7 damer och 8 herrar och styrelsen skall besta
av 2 damer och 2 herrar samt ordférande och kassor skall vara av olika
kon, hur manga styrelser ar da majliga?

Ovning 14. Definiera Fibonacciféljeden (Fy,). Visaatt (F,,) uppfyller likheten
a) i — B+ Fs—Fi+ -+ Foyy — Fyy =1 — Fopp_y;
b) i =B+ Fs—Fi+ - = Fop+ Fopp1 = 1+ Foy.

Ledning. (a) visas lamplingen med induktion; (b) kan enkelt visas ur resul-
tatet i (a) eller direkt med induktion.

Ovning 15. Utveckla (224 1?)*. Bestim koefficienten for 216 i utvecklingen
av (2 + z2)'8.

(")vning 16. Ur en forsamling pa 4 danskar, 6 norrman och 9 svenskar skall
valjas en kommitté pa 5 personer sa att alla 3 nationerna ar representerade.
P& hur manga satt kan det goras?



(")vning 17. Atta personer, A, B, C, D, E, F, G och H, skall placeras runt
ett kvadratiskt bord med plats for tva personer vid varje sida.

a) Hur manga placeringar dr mdjliga om det inte spelar nagon roll vid
vilken sida av bordet man sitter men daremot huruvida man har hoger-
eller vansterplatsen vid en sida?

b) Hur manga om dessutom A och B inte skall sitta intill varandra?
Ovning 18. a) Definiera Fibonaccifoljden (F,).
b) Anvind Fibonaccifoljdens definierande relation for att visa att (férn > 5)

F, =2F, o+ F,_3
=3F,_3+2F,_4
=0F,_4+3F,_s

C) Visa allmént Fn = Fk-l—an—k + Fan—k—l for 0 < k <n-1

3 Iteration och rekursion
(")vning 19. Los differensekvationen 3x,19 = X1 + 22,, o = 0, 1 = 3.

(")vning 20. Los differensekvationen 4x,,o = 4z,,1 — x4, n > 0; 29 = 0,
T = 1.

6vning 21. Los differensekvationen
{ Yn+2 = Yn+1 T 2Un
Yo=y1=1
6vning 22. Bestam ett explicit uttryck for a,, n > 0, da
a) ap = ay_1 + 2a,_2, samt ag = 2 och a; = 1;

b) a, =2a, 1+ 2, samt ag = 1.



Losningsforslag till utvalda uppgifter

Matematisk induktion

1. Forn=148r VL =1och HL = {(2+3+1) = 1. Pastaendet #r alltsa
sant for n = 1.
Antag nu att pastaendet ar sant for nagot n-varde, sig n = p. Da galler

1
alltsa VL, = Z k* = = (2p* + 3p® + p) = HL, (induktionsantagandet). I si

6
k=
fall blir for n = p + 1:

p+1

VLp+1—Z/€2 VL, +(p+1)>=HL,+ (p+1)> =
%(2[} +3p +p)+(p+1) —é(2p3+9p2+13p+6),

medan

1
—(2p® + 9p* + 13p + 6),

SR+ +3(p+ 17+ (p+1) =

HLpy = 6

dvs. VLy,41 = HL, ;. Vi har alltsa visat att om pastaendet ar sant for
n = p, sa ar det ocksa sant for n = p + 1. Induktionsprincipen ger att
pastaendet ar sant for alla heltal n > 1.

3. Forn =44 VL = 3* = 81, HL = 4® = 64. Eftersom 81 > 64, ir
pastaendet sant for n = 4.

Antag nu att pastaendet dr sant for nagot n = p, dir vi kan anta att
p > 4; vi antar alltsd att vi vet att 37 > p3. I sa fall blir

VLp+]_ - HLp+1 = 3p+1 - (p + 1)3 =
3-3°—p*—3p*—3p—-1>3-p>—p*—3p*—-3p-1=
3 2 2 2 _

2p” = 3p” =3P — 1 2(yj anviinder p>4) 2 4P" —3p" —3p—1=
5p2 —=3p—1>56p—3p—1=2p—1>0.

Under forutséattning att pastaendet géller for ett p (som ar > 4), sa géller det
tydligen ocksa for n = p+ 1. Pa grund av induktionsprincipen ar pastaendet
sant for alla n > 4.

6. Forn=3ar VL= % och HL; = 2; % > 2. Pastaendet &r alltsa sant
for n = 3.

Antag nu att pastaendet ar sant for nagot n-varde, sig n = p. Da géller
alltsa VL, = (g)p_l > (p — 1)! = HL, (induktionsantagandet). I sa fall blir
forn=p+1:

1\” 1\?
VI = (%) = (§> (p+ 1)? = (binomialsatsen) =

6



(B Q@2 e (G

1\* p\P! o :
2- 5) P=p- (5) > (enligt induktionsantagandet)

p-(p—1)!=p'=HL,,

dvs VL,i1 > HL,,;. Induktionsprincipen ger att pastaendet ar sant for alla
heeltal n > 3.

Kombinatorik

7. Totalt finns det 29'° ord. Om sista bokstav skiljar sig fran den forsta,
har vi 28 - 29° ord.

8. a) % = 420 eftersom vi har 3A och 2P. b) Dela upp i fall:

I 3A,2P: b =10.

II. 3A, <1P: (g) sitt att placera de 3 A:na, sedan 3 - 2 sitt att i ordning

vilja 2 av P, R, T; alltsa (3) -3-2 = 60. Eller: (3) sitt att vilja 2 av P,
R, T. Sedan g—: att ordna vara 5 bokstaver, av vilka 3 ar A och ovriga
ar olika.

ITI. 2A, 2P: (g) siatt att placera A:na, sedan (g) sitt att placera P:na, till

sist val mellan R och T; alltsa (3) (3) -2 = 60. Eller: 2 siitt att vilja R

eller T, 2?—;, siatt att ordna bokstidverna.
IV. 2A, P, R, T: (3) - 3! eller 2 = 60.
V. A, 2P, R, T: som IV 60.

Totalt 10 + 4 - 60 = 250.

10. Siffran 0 far inte komma pa talets fosta plats, darfor kan vi vialja
den fosta siffran bland de andra 6 siffrorna. Den andra siffran viljas bland
6 siffror som &r kvar, den tredje siffran bland 5 siffror som ar kvar osv. Da
har vi 6 - 6! méjligheter. Men det finns repetition av siffror, alltsa blir svaret
86 =3-4-5-6 = 360.

11. Svar: a) ACFIKL b) LKIFCA ¢) ACFLIK

12. Forst visar vi den forsta likheten.

Vi skall i VL vélja k objekt bland (m + n) givna. Kalla m av dem bla, n
stycken réda. Vi kan da vélja 0 bla och k réda, 1 blatt och (k — 1) roda, 2
bla och (k —2) rdda, ... , (kK — 1) bla och 1 r6tt eller k£ bla och 0 réda, vilket

kan goras pa det antalet sitt som HL anger.



Med k = m = n ger fosta pastaende

G =66 ()G = G)2s) -+ () ()

och HL har ar lika med pastaendets HL eftersom (nfr) = (’Z) for 0 <r <n.
13. Vi kan riakna pa tva satt:

13 15 val till ordforande
15-14 - ( 5 ) = 16380 { 14 val till kassor
(123) val av 2 ledamoter

Eller: (145) -4 - 3 (forst valjer vi styrelse, sedan ordférande bland dessa,
och sedan kassor).
14. Fn+2 == Fn+1 —+ Fn; Fl - F2 =1.
a) Vi bevisar pastaendet med matematisk induktion:
Ln=1ger VL=F —F,=1—-1=0;HL=1-F,=1-1=0=VL.
IT. Antag likheten géller for ett visst n > 1. Vi far da

Vip1=F —Fo+ -+ Fopy — Fop + Fopy1 — Fopyo =
VL, + Fopy1 — Fopyo = HLy + Fopy — (Fopn + Foyp) =
]-_F2n—1_F2n:1_F2n+1 :HLn+1-

III. I&II ger engligt induktionsprincipen att pastaendet géller for alla
n>1.
b) VL, = VL + Fopy1 = HLE + Fopy1 =1 — Fop 1+ Fopy1 = 1+ Fy, =
HILY.
15. (22 +9%)* = (22)" + 4(22)*y° + 6(22)*(y°)* + 4(22) (¥*)* + (4°)* =
162* + 3223y% + 242295 4 8x¢° + y'2.

18

18

Vi vet att (a + b)'® = Z (k )akbls_k. For a = 2, b = 2, blir termen
k=0

med index k lika med

18\ ok ovis—k _ (18 ok 362k
(k>2(m) = 2% .

Exponenten for x skall vara 16, dvs. 36 — 2k = 16 < k£ = 10. Termen
blir (13)2103:16 med koefficienten (13)210. (Om det inte sdgs nagot sarsilt, far
detta anses vara tillrackligt “utraknat” for att kunna ges som svar; annars
ar det sa att

<18)210:18-17-16-15-14-13-12-11

0 S -1024 = 44808192.)

16. Nationerna maste fordela sig 1+1+3 eller 14242, vilket ger antalet
satt:

1) 0E)-WE0-EO0-0EECEE):
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4\ (6 (9
<2> <2> (1) =4-6-8444-20-944-6-9+4-15-364+6-6-364+6-15-9 = 7218.

Man kan oksa anvanda inklusion-exklusion, men det ar val kranligare.
Berédkningen blir

()-(2)-()-()-)-() -

a) Placera forst A. Eftersom alla sidor &r ekvivalenta har hon tva val,
namligen om hon skall ha vanster- eller hogerplatsen vid en sida. Darefter
finns det 7! olika sitt for de 6vriga att placera sig. Alltsa 27! = 10080
placeringar.

17.

b) Nér A placerats har B bara 5 platser att vilja pa; ddrefter kan Gvriga
placeras pa 6! sitt. Alltsa 2-5 - 6! = 7200 placeringar.

18. a) Fn+2 = Fn+1 + F’nn Fl = F2 =1.
b) Tillimpa den definierande relationen (med n — 1, n —2 resp. n — 3 i
stallet for n):

F,=F, 1+F, o= (Fn—2+Fn—3)+Fn—2 =2F, ot+F, 3= 2(Fn—3+Fn—4)+Fn—3 =

3F, 3 +2F,_ 4= 3(Fn—4 + Fn—5) +2F,_y = 5F,_4 + 3F,_s.

c) b) visar att relationen F,, = Fy 1 F,,_y + FyF,_x—1 ar sann for k =
0,1,2,3,4 sa vi har en betryggande induktionsstart.

Antag nu att den ar sann for ett visst £, 0 < k < n — 1. Samma slags
rakning som i b) ger

Fo=FaFy y+FeFy 1= Fo (P 1 Fopo + By 1) =

(Fis1 + Fo)Fp1 + Frn B0 = FryoF k1 + Frp1 B ko

vilket visar relationen med k + 1 i stéllet for k£ (vi behdver £ < n — 1 saatt
n —k —2 > 0.) Induktionsprincipen ger nu pastaendet.
Iteration och rekursion

19. Karakteristisk ekvation

BN=A4+2832-)2-2=0&0BX\+2)A\-1)=0&
)\zleller)\——g

Alltsd z, =a-1"+b- (-2)" =a+b- (-2)".



Vi kan nu bestama g och b:

O=z9o=a+b a=—b :%
{3:x1:a+b-(—§) ‘:’{3:b-(—g) @{ =8

o 9 2\
sz, = 2(1— (—=2)").
20. Ekvationen kan skrivas z,.9 — Tp+1 + i =0; zog = 0,2z, = 1. Karak-
teristisk ekvation

X-d+le-1)’=0er,=1
Alltsé 1sningen z,, = (a+b-n) (3)".
Om n=0: 0=(a+b- O)(%) =a a=
=
Om n=1: 1=(a+b-1)(%) (a—|—b)-%. h=2
Alltsa z, =2 -n -

22. Ledning: Se (
pa sida 284.

() =
2 T
5. 15) pa sida 283 i Barnett; 16sningen har formen (5.19)

10



