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Repetition 11
(felrdttande koder, kryptering, grafteorin)

Vi fortsitter att forbereda oss for Gvningstenta (som skall vara den 9
april) genom att 16sa foljande Gvningar och svara pa teoretiska fragorna.

1 Felrattande koder

1.1 Fragor om teori

1. Vad menar man med en bindr kod? (Med en bindr kod menar man en
godtycklig delmangd C till Z3, dar Z§ dr mangden av alla bindra vektorer av
langden n, dvs. Z% = {(a1,az,...,a,) | a; € {0,1}}.)

2. Vad dr Hammingsavstandet mellan vektorerna ¢ = (a1, ay,...,a,) och
b= (b1,bo,...,b,)7 (Det dr talet d(a,b) = antalet i sadana att a; # b;.)

3. Vad dr minimiavstandet d(C) av en kod C? (d(C) dr det minsta avstandet
mellan tva olika kodord i C, dvs. d(C) = mind(a,b) dd a,b € C och a #b.)

4. Vad menas med vikten w(a) av en vektor a = (a1, ag,...,a,)? (w(a) =
antalet i sadana att a; # 0.)

5. Vad menas med vikten w(C) av en kod C? (Med vikten av en kod C
menar man den minsta vikten av nollskillda kodord dvs. w(C) = minw(a)
dia#0.)

6. Vilken kod kallas for lihjar (gruppkod)? (Man sdger att en kod dr linjdr
eller en gruppkod om summan av tva godtyckliga kodoord dr ett kodord.)

7. Nér séger man att en kod C detekterar (korrigerar) ¢ fel? (Man séiger att
en kod C detekterar t fel om d(C) > t. Man séiger att den korrigerar t fel
om d(C) > 2t.)

8. Vad kan man saga om en binar matris som definierar en kod vars vikt ar
minst 37 (En bindr matris H definierar en kod vars vikt dr minst 3 da och
endast da alla kolonner i H dr olika och ingen av dem dr nollkolonnen.)



9. Vad menar man med felsyndrom till en linjar kod C bestaende av alla
16sningar till ekvationen Hx = 0 fér nagon matris H? (Om C dr en linjir
kod bestaende av alla losningar till Hx = 0 och a dr den mottagna vektorn
da a har sints sa kallas vektorn Ha for felsyndrom.)

10. Pa vilket siatt konstruerar man en bindr Hammingkod av langd n =
2" — 17 (Om kolonnerna av en matris H bestar av alla majliga icke-nolla
vektorer av ldngd r far vi en kontrollmatris for en bindar Hammingkod av
langd n = 2" — 1. Avkodningen dar enklare om man ordnar kolonnerna i

ordning som svarar mot den bindra representationen av de forsta n naturliga
talen.)

11. Hur manga fel rattar /upptécker en bindr Hammingkod? (En bindr Ham-
mingkod rdttar ett fel och uppticker tva fel.)

1.2 6vningar

Ovning 1. Lt koden C = {(000000), (010101), (101010), (111111)}. Avkoda
de mottagna orden:

a) 110101
b) 100100

(")vning 2. Visa att den binara koden med de 4 kodorden 00000000, 11111000,
00011111, 11100111 rattar 2 fel. Om man i stillet anviander koden for
felupptiackande, hur manga fel upptacker den koden?

Ovning 3. Konstruera (dvs. ange matrisen for) Hammingkoden med 7 in-
formationsbitar.

a) Vilket kodord far man om informationsbitarna &r 10100117
b) Avkoda de mottagna orden

i 11111111111
ii. 10101010101
iii. 11110000010

2 Kryptering

2.1 Fragor om teori

12. Ge ett exempel pa Caesarkryptering. Beskriv krypteringen och dekrypterin-
gen med den.



Caesarkrypteringen dr definierat som en funktion E(x) = z + a, ddr z,
a € Zog (dvs man adderar modulo 26). Tagt ez a =3. Da dr E(x) =z + 3
sa att E(0) =3, E(1) =4, E(24) = 2,..., dvs A krypteras till D, B till F,
Y till C osv.

For dekryptering kan man anvinda dekrypteringsfunktionen D(z) = z +
23 ddrfor att D dr inversen till E dvs:

z—z+3+— (x+23)+3=uz.

Med andra ord D(E(x)) = x vilket foljer ur likheten 23+3 = 0. Till exempel
dekrypteras PDW, dvs 15,3,22, till 15+ 23 =12, 3423 =10, 22 + 23 =19,
dvs MAT.

13. Beskriv RSA-kryptering.
1) Vilj tva olika primtal p,q och berdkna n = pq.

2) Berdkna o(n) = (p — 1)(¢ — 1) och vilj e sa att SGD(e,p(n)) = 1.
Berdkna dven d sa att ed = 1(mod ¢(n)).

3) Publicera n,e och en “ordbok” for dversdttning av meddelanden till r €
Zy (tex A=10, B=11, ..., Z =35 dan > 35).

4) Den som will sinda meddelanden r till dig krypterar med hjilp av
(den kinda) funktionen E(r) = r¢(mod n). Du dr den ende som kan
dekryptera med hjilp av funktionen D(z) = x%(mod n) (d dr hemligt
och D(r¢) = r® = r(mod n)).

14. Pa vilket satt kan man anvinda RSA-systemet for akthetskontroll? Den
som kdnner d i beskrivningen av RSA-kryptering kan signera dokument med
ett par (r,7%(mod n)). Den som vill kontrollera iktheten av signaturen riknar
ut (r4)¢ = r% = r(mod n) (e,n dr allmint kinda).

2.2 évningar

Se o6vningarna till 17 februari for att forbereda sig till tentamenskrivningen.

3 Grafteorin

3.1 Fragor om teori

15. Vad ar en graf? (En graf ér ett par av mdingder, V' och E, dir E bestar
av 2-elements delmangder 1 V.

16. Vad &r en riktad graf? (En riktad graf (directed graph) dr ett par av
mdangder, V och E, dir ECV xV.)



17. Definiera komplementet till en graf G. (Komplementet till G dr grafen
med samma noder som G men ddar tva noder dr grannar om och endast om
de inte dr det i G.)

18. Vad kallas for graden av en nod v i en graf G7 Vad ar en isolerade nod?
(Antalet kanter i G som gar igenom v kallas for graden av v och betecknas
deg(v). En isolerade nod dr en nod som har graden noll.)

19. Vad ar en 6gla? (Om en kants tva dndpunkter dar samma nod, sda kallar
vi kanten en dgla (loop).)

20. Vilka kanter kallas for parallella? (Twd eller mer kanter med samma
andpunkter kallas parallella.)

21. Vad menas med en enkel graf? (Med en enkel graf (simple graph) menas
en graf utan dglor och utan parallella kanter.)

22. Rita den riktade grafen som svarar mot foérbindelsematrisen (the adja-
cency matrix) A:
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23. Ge 3 olika exempel av bipartite graf.

24. Vad ar den fullstindiga grafen? (Den fullstindiga grafen K, (complete
graph) med n noder dr en graf ddr varje par av noder binds samman av precis
en kant.)

25. Vad ar den fullstindiga bipartite grafen? Den fullstindiga bipartite
grafen K, , (complete bipartite graph) dr en graf, vars noder dr uppdelade i
tva mdngder, A och B, med m resp. n element, och

1) Till varje par av noder, v i A och w i B, finns precis en kant som binder
samman dem;

2) Inget par av noder i A binds samman av nagon kant och inget par av
noder © B binds samman av nagon kant.

26. Vad menas med en delgraf an nagon graf? H sdgs vara en delgraf av G
(a subgraph of G) om

1) Varje nod i H ér ocksa en nod i G
2) Varje kant i H dr ocksa en kant i G;

3) Om e dr en kant i H, sa har e samma dndpunkter i H som e har i G.



27. Vad &r en vig i en graf G? (En vdg (walk) fran en nod v till en nod w i
grafen G dar en (dandlig) foljd

VeE1V1€2V9 ... UVp_1E€EQW

av alternerande narliggande noder och kanter, d.v.s. kanten e; har andpunk-
terna v;—1 och v; och vg =v och v, = w.)

28. Vad ar en stig? (En stig (trail) fran noden v till noden w i grafen G dr
en vig, dar samtliga kanter dar olika.)

29. Vad ar en enkel stig? (En enkel stig (path) ér en stig, ddr dven samtliga
noder dr olika.)

30. Vad é&r en sluten (6ppen) vig? (En sluten vdg (closed walk) dr en vig
som borjar och slutar © samma nod. En vdg som inte ar sluten kallas oppen
(open walk).)

31. Vad &r en cykel? En cykel (circuit) dr en stig som borjar och slutar i
samma nod, d.v.s. en sluten stig.

32. Vad &r en enkel cykel? En enkel cykel (cycle) ar en cykel, dir dven
samtliga noder, forutom den forsta och den sista, ar olika.

33. Vad ér en Eulercykel? (En cykel som innehdller alla kanter i grafen
kallas for en Eulersk cykel.)

34. Vad dr Hamiltonvig (Hamiltoncykel)? (Det dr en vdig (en cykel) som
passerar varje nod precis en gang.)

35. Vilken graf kallas for hamiltongraf? (En graf, som innehaller en Hamil-
tonvdg kallas hamiltongraf (hamiltonian).)

36. Vilken graf kallas for sammanhéngande? (En graf dr sammanhéingande
om det finns en vdg mellan varje par av noder.)

37. Nar en sammanhingande graf G utan isolera noder innehaler en Euler-
cykel? (Sddan graf innehdler en Eulercykel om och endast om alla noder i G
har jémnt gradtal.)

38. Antag att G’ dr en sammanhingande graf utan isolera noder, och lat a
och b vara tva noder i G. Nar galler att det finns en Eulervig genom G med
start i @ och mal i b7 (Om och endast om graderna av a och b dr udda och
alla andra noder i G har jamn grad.)

39. Vad ar ett trad? (En graf dr ett trdd (tree) om den dr sammanhéngande
och om den inte innehdler nagon cykel.)



40. Vad menas med en “firning” (“fargliggning”) av en graf? (Med en
farning av en graf menas ett sdtt att tilldela farger till grafens noder, sa att
tva noder som forbinds av en kant far olika firg.)

41. Vad ar “kromatiska talet” for en graf G? (Det minsta antalet farger

som mojliggor en farning av en graf G kallas det kromatiska talet for G och
betecknas x(G).)

3.2 (")vningar

Se 6vningarna till 24 februari och 3 mars for att forbereda sig till tentamen-
skrivningen.

Losningsforslag till utvalda uppgifter

Felrattande koder

1. Svar: a) 010101 b) 000000

2. Eftersom 11111000 + 00011111 = 11100111 ar koden linjar, sa dess
minimiavstand ar lika med dess minimivikt som &r 5; rattar 2 fel ty 5 > 2-2,
upptacker 4 fel ty 5 > 4.

3.
0 000O0OO0OO0OT1TT1T1T1
H= 00011110000
011001100171
10101010101

a) Kodordet &r x = ¢1¢21¢3010¢4011, dér ¢, ¢a, c3 och ¢4 bestdms av
H -z =0, alltsa

C4+0+1+1:0 C4:0
03+0+1+0:0 N C3:1
co+1+14+0+1+1=0 ce =10
ci+14+04+04+0+1=0 =0

sa ¢ = 00110100011.
b) Berdkna syndromet H - x for de tre orden: man far

i.

inget fel — vi fick kodord;
meddelande (stryk kontrollbitarna) &r 1111111.

o O OO



ii.

iii.

O = = O

O = O O

fel i bit 2 — kontrollbit sa ingen informationsbit
behover dndras; meddelande ar 1101101.

ger det binra talet (1110), = 14 > 11 s vi har mer 4n
ett fel och kan inte avkoda.



