Explorativ ovning 11

LMA100 vt 2003

ANDLIGT OCH OANDLIGT

Forsta delen av 6vningen handlar om begreppet funktion. Syftet dr att bekanta sig med funktionsbe-
greppet som en parbildning. Vi koncentrerar oss pa tre viktiga begrepp:

e injektiv funktion,

e surjektiv funktion,

e bijektiv funktion.
Vi aterkommer till funktioner senare i kursen, men nu behover vi enbart begreppet bijektiv funktion
for att jamfora storleken av olika mingder. Man séger att tvd méngder #r lika stora (i matematiska
termer: har samma kardinalitet) om det finns en bijektiv funktion mellan dessa méngder. En méngd

som ir lika stor som de positiva heltalen kallas uppriknelig. Att bekanta sig med dessa tva begrepp
dvs:

e samma kardinalitet

o uppriknelighet
ar huvudsyftet med denna 6vning. Men meningen 4r ocksa att Du far en béttre forstaelse for skillnaden
mellan #ndliga och oindliga mingder. Vi foljer stencilen ”Andligt och ozndligt”.
I forsta hand rekommenderas uppgifterna A, B, D, E, G, H, I, K.
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Ovning A
Vilka av foljande méngder &r 4ndliga och vilka dr odndliga?
1. Mingden av alla ménniskor som har levt pa jorden.
2. Mingden av alla bocker som har skrivits.
3. Mingden av alla ord som har anvints i alla bocker som har skrivits.
4. Mingden av alla heltaliga kvadrater, dvs 0, 1, 4, 9, 16, ....
5. Mingden av alla primtal.

6. Mingden av alla tal mellan O och 1.

Ovning B
Lat X = {a,b,c} ochY = {3,4,11}.

1. Para ihop elementen i midngderna X och Y sa att mot olika z € X svarar olika y € Y. Skriv ut
dessa par.

2. Beteckna med f den funktion som Din parbildning definierar. Ange f(a), f(b) och f(c). Ar
funktionen f injektiv (surjektiv, bijektiv)? (dessa termer forklaras i stencilen ”Andligt och
odndligt” pa sid. 2).

3. Ge exempel pé en funktion g : X — Y som inte ir injektiv. Ar den surjektiv eller bijektiv?

4. Hur manga bijektiva funktioner fran X till Y kan definieras?

Ovning C

Lat N = {0,1,2,3,...} vara médngden av de naturliga talen och Z = {0,+1,+2,43,...}
mingden av heltalen.

1. Betrakta funktionen f : N — N, dir f(n) = n + 1. Ange £(0), f(1), £(2), f(8), £(102). Ar
funktionen f injektiv? Ar den surjektiv eller bijektiv?

2. Betrakta nu g : Z — Z, dir som ovan g(n) = n + 1. Ar g injektiv, surjektiv, bijektiv?

3. Kan Du forklara skillnaden mellan f och g? Vad beror den pa? (Din forklaring far gédrna vara
av “intuitiv”’ karaktir).



Ovning D

Vilka av foljande funktioner &r injektiva, surjektiva, bijektiva?

1. f:N—=N, f(n) =n?

2.g:R—=R, g(x) =22,

3.h:Z — Z,h(z) = 23,

4.7:R >R r(z) =22,

5.8:Z—{-1,1}, s(n) = (-1)",

6.t: A— B, A={2,4,6,8,10}, B = {1,2,3,4,5}, t(z) = 3z

Ovning E
1. Visa att alla naturliga tal delbara med 3 bildar en uppriknelig mingd.

2. Visa att alla heltal delbara med 3 bildar en uppriknelig mingd.
Ledning. Dessa mingder bestar av alla tal av typen 3k, dér £ tillhor N resp. Z.

3. Lat A vara en uppriknelig midngd. Léat B vara en odndlig delmingd till A (t ex dr A alla
naturliga tal och B alla jimna naturliga tal). Ar B uppriknelig? Bevisa Ditt pastdende! Ge
ndgra exempel pd hur Ditt resultat kan tillimpas.

4. Visa att miangden av alla jimna heltal har samma kardinalitet (“4r lika ménga”) som mingden
av alla heltal delbara med 3.

Ovning F

Hilberts* hotell. I Hilberts hotell finns oéndligt manga rum numrerade 1,2,3,. . .. Hilbert berit-
tade hur en matematiker 16ste problemet med sin inkvartering da han fick veta att alla rum var
upptagna. Matematikerns forslag till 4garen var att flytta gésten i rum nr. 1 till rum nr. 2, gédsten
i rum nr. 2 till rum nr. 3 osv. Pa det sittet kunde alla géster fa rum och matematikern kunde
ta i besittning rum nr. 1. I verkligheten har hotellet obegrinsade méjligheter att ta emot géster.
Forsok experimentera!

1. Det kommer en buss med 50 nya gister. Hur kan de fa var sitt rum da alla rum 4r upptagna?

2. Det kommer oédndligt manga nya géster (uppriakneligt manga). Hur 16ser man deras inkvartering
i Hilberts hotell?

*David Hilbert (23/1 1862 — 14/2 1943) var en av de mest framstidende matematikerna genom tiderna. Hans bidrag
till matematiken ticker flera viktiga omraden. Ar 1900 vid Matematikernas virldskongress i Paris formulerade Hilbert 23
problem som enligt honom fortjanade stort matematiskt intresse. Dessa problem sysselsate manga matematiker under hela
seklet, men ndgra vintar fortfarande pa sin 16sning. Den senaste virldskongressen dgde rum i Berlin i augusti 1998, och
nista sker i Beijing i augusti 2002.
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Ovning G

L.

Visa att tva godtyckliga strickor (med dndpunkterna) har samma kardinalitet (dvs punkterna pa
dessa strickor kan paras ihop bijektivt).

Visa att tva godtyckliga cirklar (med olika radier) har samma kardinalitet.

Visa att en cirkel utan en punkt har samma kardinalitet som en rét linje i planet.

Ledning. Placera cirkeln pa linjen som bilden visar och férsok para ihop punkterna pa cirkeln
med punkterna pa linjen.

Ovning H

. Visa att mingden av alla par (a, b) dér a och b édr naturliga tal, dr uppriknelig.

Visa att méngden av alla polynom aX + b, dir a och b &r naturliga tal, dr uppriknelig.
Visa att mingden av alla tal a + bv/2, dir a och b ir naturliga tal, 4r uppriknelig.
Kan Du se en likhet mellan uppgifterna 1-3?

Lat A och B vara tva upprikneliga méngder. Visa att mdngden A x B av alla par (a, b), ddr
a € Aochb € B ocksa ér uppriknelig.

Ledning. Du kan resonera pa samma sitt som i beviset for att de (positiva) rationella talen dr
upprikneliga.



Ovning I

1. Lat A vara mingden av alla méjliga foljder

a1a20a3...0y5 ...,

dir varje a; dr lika med antingen O eller 1. Visa att mdngden A inte #r uppriknelig.

Ledning. Uppgiften idr ganska svdr, men l10sningen 4r enklare &n beviset att de reella talen
bildar en icke—uppriknelig mingd i stencilen ”Andligt och o#ndligt”. Du kan hirma beviset i
stencilen. Antag att det gar att skriva ut alla foljder av 0 och 1:

a11a12a13 . .-

a21a22a923 . - .

a31a32a33 - - .

Konstruera dérefter en foljd som med all sidkerhet inte finns bland de utskrivna.

Ovning J

For nagra ar sedan séndes radioprogrammet ”Unga snillen spekulerar”. Man fragade nagra barn
varfor det dr béttre att ménniskor har namn i stéllet f6r nummer. Ett av barnen svarade att det dr
helt omgjligt med nummer eftersom det finns s ménga ménniskor pé jorden att numren skulle
inte récka till. Nu fortsitter vi att spekulera.

Lat X beteckna alla ménniskor som har levt, lever och kommer att leva pa jorden.

1. Lat oss numrera alla ménniskor i den f6ljd de foddes (14t oss anta att det inte har funnits eller
kommer att finnas tvd ménniskor som fods exakt samtidigt). Man fér en funktion f : X —
{1,2,3,...}, dir mot en médnniska svarar dess “ordningsnummer” (uff! méjligen f(Adam) = 1
och f(Eva) = 2 och f(?) = 3, f(Du) =?? osv). Har vi en funktion? Ar den injektiv?
Surjektiv?

2. Ettnamn dr en dndlig f6ljd av bokstdver i ett alfabet. Antag att vi tillater alla existerande alfabet.
L4t nu Y vara mingden av alla méjliga namn och 1t g : X — Y, dir g(z) = z:s namn. Ar
funktionen g injektiv? Gér det att definiera g sa att den &r injektiv?

Trots allt &r det trevligare med namn 4n med nummer!

Ovning K

1. Lat oss betrakta en o#ndlig traidgard med o#ndligt manga trid som vixer ldngs en rit linje.
Motivera att tridmingden &r uppriknelig (ge ett recept for hur triden kan numreras).

2. Visa att varje mingd av parvis disjunkta strackor pa en rit linje r uppriknelig. Ser Du en likhet
med forra uppgiften?
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3. Tank Dig nu en o#ndlig tridgdrd med odndligt manga trid som vixer Gverallt. Visa att trad-
mingden dr uppriknelig (som ovan ge ett recept for hur traden kan numreras).

Ledning. Uppgiften &dr ganska svéar. Tank pé ett trdd som en liten cirkel i planet. Cirkelns
centrum (a,b) kan viljas sa att @ och b dr tva rationella tal. Dérefter kan man utnyttja tva
tidigare Ovningar.

Ovning L

Tre nagot svarare uppgifter:

1. Visa att en stricka med @ndpunkter har samma kardinalitet som en striacka utan @ndpunkter
(eller ett intervall [a, b] har samma kardinalitet som intervallet (a,b) — Du far vilja a = 0 och
b=1).

2. Visa att strackan (0, 1) har samma kardinalitet som halvlinjen (1, c0) (alternativt: (0, co) eller
(—OO, O)

Ledning. Den andra uppgiften dr ndgot enklare @n den forsta. Du kan utnyttja t ex funktionen
f(z) =1/ eller 2%.

3. Visa att de algebraiska talen dr upprikneliga.

Foljande 6vning i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 3.8 (307)



