LMA100, Diskret matematik
Lektion 3

Bijektioner eller
Hur man kombinatoriskt visar att tva mingder &ar lika
stora

Att rdkna dr utan tvivel nagot vi ménniskor har sysslat med under lang
tid. Téank er att en herde vill halla koll pa om han foérlorat nagot far under
dagens (ar)bete. Om inte herden kan rikna kan han &nda kontrollera detta
pa foljande séatt. Nar han slapper ut faren pa morgonen ldgger han en sten for
varje far i en hog vid grinden. Pa kvéllen nér faren kommer tillbaka plockar
han bort en sten for varje far. Blir det inga stenar kvar har alla faren kommit
tillbaks. Blir det stenar kvar har nagra far forsvunnit, ett for varje sten.
(Récker inte stenarna till har fler far kommit tillbaka en vad han slédppte ut.)

Den enkla men djupa idé om en “ett till ett” motsvarighet mellan far och
stenar skall vi "gora till matematik”.

Definition. En funktion! f: A — B ér bijektiv om
f ar injektiv, dvs. f(a) = f(a') medfor att a = d,

och
f ar surjektiv, dvs. till varje element b € B finns ett element a € A med
fla) =b.

En bijektiv funktion kallas for en bijektion.

Denna definition ar kanske inte sa ldtt att forsta. Intuitivt kan man tédnka
pa en bijektion som ett sétt att para ihop element fran A med element i B.
Méngderna A och B kan vara bade éndliga och oéndliga.

Definition. Tva méngder A och B har lika manga element om det finns
en bijektion mellan A och B.

Ibland (speciellt for oéndliga mangder) sédger man att A och B har samma
kardinalitet.

Néar vi rdknar anvénder vi oss av en speciell hog med stenar ndmligen
den oédndliga mingden N = {0,1,2,3,...}. Detta dr vad nésta definition
formaliserar.

I'Mer om funktioner kan du lisa i Vretblad, Kapitel 3.



Definition. Lat n vara ett heltal storre én eller lika med 1. Méngden A
innehaller n element om det finns en bijektion mellan A och {1,2,...,n}.
har 0 element. Vi skriver #A = n.

Ett sétt att visa att en funktion f ar en bijektion ar att visa att den har en
invers f~!, dvs. en funktion som uppfyller f~!(f(a)) = a och f(f~1(b)) =
for alla a € Aoch b e B.

Exempel. Det dr nu hog tid for ett exempel. Lat oss visa att det finns lika
manga jaimna som udda tal i méngden {1,2,3,...,2n} genom att kosnstruera
en bijektion mellan J,, och U,, déar J, och U, &ar de jamna respektive de udda
taleni{1,2,3,...,2n}. Lat oss forst testa med ett litet virde pa n, sign = 3.
Da ér J3 = {2,4,6} och Us = {1,3,5}. Vi kan para ihop dessa tal genom
2« 1,4 < 3 och 6 < 5. Denna parning kan beskrivas med bijektionen
f:Js—Usdar f(k)=k—1.

Vi kan nu gora likadant for ett godtyckligt heltal n. Vi definierar f : J, —
U, genom f(k) =k — 1. Da &r latt att se att f &r en bijektion, t.ex. genom
att observera att inversen &ar f~1(k) =k + 1.

Exempel. Stéirkta av framgangen forsoker vi oss nu pa ett svarare ex-
empel. Vi skall visa att det bland delméngderna till N = {1,2,3,...,n} finns
lika manga delméngder med ett udda antal element som det finns med ett
jamnt antal element. Om vi som ovan "varmer upp” med att studera fallet
n = 3 ser vi att de atta delméngderna &r

0 {1}
{1.2v {2}
{1,3t {3}
2,3} {1,2,3}

Méngderna i den vénstra kolumnen har ett jaimnt antal element och i den
hogra ett udda antal. Det &r uppenbart att de &r lika manga och genom att
para ihop méingderna pa samma rad far vi en bijektion mellan médngderna
med ett jamnt respektive ett udda antal element. Observera att vi kan beskri-
va denna bijektion (kontrollera det) genom att om en méngd i den vénstra
kolumnen innehaller en etta sa far vi méngden till hoger genom att ta bort
denna etta, och om omvéant méngden inte innehaller en etta far vi den hogra
méngden genom att lagga till den.

Vi kan nu angripa det allménna fallet. Lat J, = {S C N|#S &r jaimn}
och U, = {S C N|#S &r udda}. Vi definierar nu en funktion f : N — N
(som ovan & N = {1,2,3,...,n}) genom

_f S\{l}om1eS
f(S)_{SU{l}omlgéS
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dédr S ar en godtycklig delméngd till N. Vi ser att f : J, — U, och att f
blir en bijektion mellan 7,, och U,,. Att f &r en bijektion ser man littast (?7)
genom att observera att f dr sin egen invers. Pastaendet ar bevisat.

Ovningar

En del av dessa (alla?) dvningar &r (nog) svara. Ovningarna markerade
med en * har ledning men férsck forst att 16sa dem utan ledning.
Det kan ocksa vara bra att titta pa avsnitt 1.2 och 3.2.1 i Barnetts bok.

1. Hur manga bijektioner f: {1,2,...,n} — {1,2,...,n} finns det?

2. Bevisa foljande tva identiteter kombinatoriskt

G- () (0 =)+ ()

3. Ge ett algebraiskt bevis (anvidnd binomialsatsen) av identiteten

> (- () =

Forsok ocksa ge ett kombinatoriskt bevis av detta.”

4. Ge ett algebraiskt (anvdand binomialsatsen) och ett kombinatoriskt be-
vis av identiteten

kzio (Z>2k = @m (T)2l+ (Z>22+.._+ (Z)Qn_gn .

5. Visa algebraiskt (anvénd binomialsatsen) att det bland delméngderna
till {1,2,...,n} finns lika manga med jamn kardinalitet som det finns
med udda kardinalitet.”

Rekommenderade uppgifter ur Barnett:

avsnitt ‘ uppgift
3.2.1 | 52(a), 53(a)(d), 60
3.2.2 | 64, 66




Ledning

2. (b) ("I dr antalet delméngder till {1,2,...,n,n+ 1} som innehaller
k tal. Dela upp dessa delméngder i de som innehaller respektive
inte innehaller talet n + 1.

3. (a) Skriv2" = (1+1)".
(b) (Z) kan tolkas som antalet delméngder till N med k element. Hur

manga delméngder finns det totalt?

4. (b) Hogerledet réknar antalet strangar med siffrorna 0, 1 och 2 av
langd n. (Exempel for n = 2: 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21 och 22.)
Hur manga av dessa innehaller k& tvaor?

(¢) Skriv 0= 0" = (1 — 1)".



