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Losningar till tentamensskrivningen
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1. Formulera och bevisa Pythagoras’ sats.
Se kompendiet om Euklidisk geometri och évningarna.

2. Bestam minsta avstandet fran punkten(4, 2, —2) till linjen genom punkterna (3,1, —1)
och (1,0, —1).

x 1 2
Linjen genom(3, —1,1) och(1,0,1) ges i parameterformay v | = ( o | +¢ (1) och
z 1 0

avstandet &r minst i punkten dar planet gen@ii2, —2), vinkelrat mot linjen, skar linjen.
Planet har ekvatior2z + y = 10. | skarningspunkten galle + 4t + 1 + t = 10, sa

t = 3. Avstandet mellar{4, 2, —2) och (41,12, —1) &r langden av vektor 2 |, som &r
5 5 5 g 5
V1 +4+425 = 1v/30.
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3. Bestam ekvationen for planet som innehaller de tre punkterng3, 1, —1), (1,0, —1) och
(4,2,-2).

3 1 2 4
Normalvektorn till planet ar vinkelrat motvektorerr(a1 )—( 0 ) = (1) och( 2 )—
—1

-1 0 —2

3 1 2 1 -1
( 1 ) = ( 1 ) och fas som vektorproduL<1> X ( 1 ) = ( 2 > En annan normal-
—1 -1 0 -1 1
1

vektor ar| -2
-1

Ekvationen arr — 2y — z = 2.
4. Visa parallellogramsatsen: OmABC D ar en parallellogram sa ar
|AB|” + |BC|* + |CD|* + |DAJ® = |AC|)* + |BD|* .

Bevis med vektorrakning: observera &itD| = |AB| = |E| och|BC| = |AD| = |E|.
— —_— — — —_— — o

Vidare &rAC = AB+ AD ochDB = AB — AD. Sa|AB|*+ |BC|* + |CD|? + |DA|? =

— — — — — — — — —
2|AB|?+2|ADJ? och |AC|*+ |BD|?* = (AB+ AD) - (AB+ AD)+ (AB— AD) - (AB —
— — —_ — — — —_— — — — —
AD) = |AB|?+2AB - AD + |AD|* + |AB|> — 2AB - AD + |AD|*> = 2|ABJ?* + 2|AD|?.

5. LO6s ekvationen
2* =16

dar z ar ett komplext tal. Svara pa formen z = a + ib dar a och b ar reella tal och alla
trigonometriska uttryck forenklats.



Vi anvénderz = |z|(cosf + isin ). Ekvationenz® = 16 ger |z|® = 16 och 80 = 2k,
ke Z.Vifar |z| = V2 ochf = kr/4. Barak = 0,1,2,...,7 ger olika komplexa tal:

V/2i

V2

S&z = 2(cos km/4 4 isin kmw/4). Obs:k = 1 ger \/5(\%§ +igs)=1+1.
Svar:z = £v/2, +iv2, £(1+41), £(1 —1).

. Visa att foljande relation ~ pa C \ {0}, mangden av de komplexa tal minus nollan, ar
en ekvivalensrelation och beskriv ekvivalensklasserna geometriskt:

Z~w 0om =1.

Alternativ 1: observera attz| = 1 <= 2 = 1 <= [z| = |w| s&2 ~ w <= |2| =
lw| <= =z ochw ligger pa samma cirkel med medelpunkt i origo. Sa ekvivalensklasserna
ar mangden av dessa cirklar, som ju gempartition av C \ {0}. Detta medfor att &r en
ekvivalensrelation p& \ {0} enligt en sats i kursen.
Alternativ 2: verifiera att~ ar reflexiv, symmetrisk och transitiv. Om man anvandex
w <= |z| = |w| som ovan blir det trivialt att verifiera egenskaperna! Annars kan man gora
sa har:
i) reflexiv(z ~ 2): |2] = |1] =1, s&z ~ 2.
i) symmetriskz ~ w = w ~ z): antagz ~ w dvs|Z| = 1. D fas|¥| = bl = 1 —

1

_ 1 _ 2

iii) transitiv(z ~ u & u ~w = 2z ~ w): antag|2| = £| = 1. Da fas]|
1-1=1sdz ~ w!

. L&t P(X) beteckna polynometX? 4 9X.
a) Faktorisera P(X) iirreducibla polynom 6ver R.
b) Faktorisera P(X) iirreducibla polynom over C.
c) Avgor vilka tva av foljande polynom som &r irreducibla 6ver respektive talkroppar:
i) X3 +2004 over R,
i) X%—2overQ,
i) X2+ 36 over R,
iv) X2+ 9 over C.

a) X? 49X = X(X +9) overR, 9 € R.

b) X?+9X = X(X +9) 6verC, 9 e C.

c) i) X3 + 2004 arreducibel6ver R, ty alla polynom av grad > 3 ar reducibla 6veiR
enligt en sats.

i) X2 — 2 arirreducibel 6ver Q, ty om X2 — 2 vore reducibel 6verQ, sa skulle det i
egenskap av att vara ett andragradspolynom ha ett nollst&leNMen X? — 2 = (0 ger
X =4+v/2¢ Q!

jii) X2+ 36 arirreducibeloverR, ty X? + 36 > 0 foralla X € R sa X%+ 36 # 0 om
X € R (seii)!).

V) X2 +9 = (X + 3i)(X — 3i) 6verC, alltsareducibel

Svar: i) och iii) &r irreducibla.



8. Avgor vilka fyra av féljande pastaenden som &r sanna:
a) Funktionen f: N — N, f(n) = n+ 1 ar surjektiv och injektiv.
b) Funktionen f:Z — Z, f(n) = n+ 1 &r surjektiv och injektiv.
c) Funktionen f: C — C, f(z) = 21+ 72% + 1 &r surjektiv.
d) Funktionen f: R — R, f(z) = 21+ 72% + 1 &r surjektiv.
e) Mangden av alla jamna tal ar uppraknelig.
f) Mangden av alla komplexa tal &r uppréaknelig.

9) Q[v7] &r en talkropp.
h) Zl[i] ar en talkropp.

b, c, e och g ar sanna (resten falska).

a) f ar ej surjektiv ty f(n) = 0 saknar I6sningn € N.

b) sant. Surjektiv: tag godtycklign € Z. Dafasf(m — 1) = m, darm — 1 € Z. Injektiv:
f(n)=f(m)en+l=m+1em=n.

c) sant, ty givetw € C finns z s attf(z) = w dvs 29+ 722+ (1 = w) = 0 (enligt
algebrans fundamentalsats).

d) falskt, f(2) > 0 om z € R, sa negativa tal ‘tréffas e ay.

e) sant0, +2,+4, 46, ... ger en upprakning aZ (d v s en bijektion medN).

f) falskt, ty R € C och |R &r ej uppréknelig enligt sats.

g) sant (se motsvarand stencil).

h) falskt, ty man kan ej alltid divideraZ[i], tex 1 € Z[i] och2 € Z[i] men 3 ¢ Z[i].



