Avsnitt 2

Tillagg om kongruensrikning

Sats 2.1 (Kinesiska restsatsen) Ldat n och m wvara relativt prima heltal
samt a och b tva godtyckliga heltal. Da har ekvationssystemet

x

x
en losning. Om c dr en losning, ges samtliga losningar av x = ¢ + knm, ddr
k dr ett godtyckligt heltal.

a mod n
b mod m

Eftersom vi kan vilja k godtyckligt och alla l6sningar &r av formen ¢ +
knm finns det precis en 16sning som ligger mellan 0 och nm — 1. Det finns
alltsa precis en rest vid division med nm som léser ekvationssystemet (under
forutsattning att n och m &r relativt prima forstas).

Kinesiska restsatsen séger alltsa, bland annat, att om vi har rester a och b
vid division med n respektive m, sa finns det en entydig (d.v.s precis en) rest
¢ vid division med nm, sa att ¢ = a mod n och ¢ = b mod m.

Bevis. Eftersom n och m &r relativt prima har vi att SGD(n,m) =1 = yn+
zm, for nagra heltal y och z. Vi har da 1 = zm mod n och 1 = yn mod m.
Satter vi nu ¢ = byn+azm har vic =azm =a-1=a mod n och ¢ = byn =
b-1 =0 mod m. Detta visar att c 16ser ekvationssystemet.

Antag nu att dven ¢ loser ekvationssystemet. Vi har da att ¢ —c=a—a =
0 mod n, sa ¢ —c = In, for nagot heltal [. Pa samma sétt har vi att m | —¢,
d.v.s att m | nl. Men m och n &r relativt prima och dérfér maste m delal, d.v.s
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[ = km, och ¢ — ¢ = kmn, for nagot heltal k. Detta visar att ¢ = ¢ + kmn,
for nagot heltal k.

A andra sidan har vi att alla tal av formen ¢+ kmn 1ser ekvationssystemet,
eftersom ¢ + kmn = ¢ = a mod n och ¢+ kmn = ¢ = b mod m. |

Beviset ger en metod for att 16sa ekvationssystemet. Vi illusterar denna med

Exempel 2.1 Los ekvationssystemet

#

Observera att 31 och 32 &r relativt prima sa vi vet sékert att ekvationssyste-
met har l6sningar (i sjilva verket odndligt manga). Vi har 1 = 32— 31. Sétter
vix =23-32—24-31 har vi z = 23 mod 31 och x = —24(—1) = 24 mod 32.
Samtliga l6sningar ges av x = 23 - 32 — 24 - 31 + 31 - 32k = —8 + 992k, dér k
ar ett godtyckligt heltal.

23 mod 31
24 mod 32

Detta &r alltsa den metod som anvidns i beviset och som lampar sig for
teoretiska resonemang. I praktiken ar det dock lédttare att 16sa ekvationens-
systemet geonom att successivt 10sa ekvationerna (nerifran t.ex.):

Den andra ekvationen ger att x = 24 + 32k, dar k; &ar ett godtyckligt heltal.
Inséttning i den forsta ekvationen ger sedan att 24 + 32k; = 23 mod 31, eller
ki = —1mod31, sa vi ska ha att ky = —1 + k31, déar ko ar ett godtyckligt
heltal.

Sétter vi in detta i @ = 24 4 32k, far vi att © = 24 + 32(—1 + k231) = -8 +
992k,, dar ko ar ett godtyckligt heltal, l16ser bada ekvationerna i systemet.

Man bor observera att Kinesiska restsatsen inte géller om forutsédttningen att
n och m ska vara relativt prima stryks.

Exempel 2.2 Ekvationssystemet

#

saknar 16sning. Den andra ekvationen ger att x = 2+ 6k, for nagot k. Insétt-
ning i den forsta ger 1 = 24 2k och, efter multiplikation med 2, 2 = 0 mod 4,
vilket ar absurt.

1 mod 4
2 mod 6

Kinesiska restsatsen ar anviandbar for att forenkla ndr man vill 16sa problem
modulo tal som inte 4r potenser av ett primtal:



Exempel 2.3 For vilka heltal y giller att 15| y? + 3y + 27

Eftersom 15 = 3 -5 och 3 och 5 &r relativt prima géller att 15| a om och
endast om 3 |a och 5|a. Vi undersoker for vilka y som 3 respektive 5 delar
uttrycket genom att rdkna modulo 3 respektive 5.

Inséttning av 0, 1, 2 ger att 0 = y* + 3y + 2 = y*> + 2 mod 3 har lésningarna
y = 1 mod 3 och y = 2 mod 3. Rikningarna modulo 5 &r lite besvérligare,
sa vi gor en tabell

y|3y|y* |y +3y+2

0| 0 O 2

11 3] 1 1

21 1| 4 2

3| 4| 4 0

41 21 1 0
Vi ser att vi maste ha y = 3 mod 5 eller y = 4 mod 5. Vi ska nu l6sa de fyra
ekvationssystemen
y = 1mod3 y = 2mod3 y = 1mod3 y = 2mod3
{y53m0d5 {yz 3 mod 5 {y54mod5 {yz4mod5

Losningarna ar, i tur och ordning, y = 13 + 15k, 8 + 15k, 4 4+ 15k, 14 + 15k,
dér k dr ett godtyckligt heltal. Vi har alltsa att 15| y? + 3y +2 om och endast
om y ar kongruent 4, 8, 13 eller 14 modulo 15.

Kinesiska restsatsen kan latt generaliseras:

Sats 2.2 Antag att talen nq, no, ..., n; ar parvis relativt prima heltal och att
heltalen aq, as, ..., a; dr givna. Da har ekvationssystemet

r = a; mod n

T = a9 mod ny

r = a; mod n,.

en losning. Om c dr en losning, ges samtliga losningar av x = c+k(ning ... n;),
dar k dr ett godtyckligt heltal.

Exempel 2.4 For vilka heltal = géller att

z = 1mod?2
z = 3mod?b
r = 4mod7
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Vi ska ga tillviga pa foljande vis. Forst bestammer vi alla losningar till
den nedersta ekvationen. Vi avgor sedan vilka av dessa som loser den andra
ekvationen. Tillsist ska vi avgora vilka av 16sningarna till de tva nedersta
ekvationerna som &ven loser den forsta.

Den nedersta ekvationen har 16sningarna x = 4+k, 7, dér k; ar ett godtyckligt
heltal.

Vi bestdmmer nu k; sa att x = 4 + 7k; aven loser den andra ekvationen
genom insédttning. Vi far

44+ k7=3mod b < 2k; = —1=4 mod 5.

Multiplikation med 3 ger nu ky = 12 = 2, eller att k; = 2+ kb, dér ks ar ett
godtyckligt heltal. Detta ger

x =44 Tk =4+ 7(2+ bke) = 18 4 35ks.
De heltal som loser de bada nedersta ekvationerna ar alltsa de som har formen

18 + 35ky, dér ks ar ett godtyckligt heltal.

Vi bestammer nu ky sa att x = 18 4+ 35k, dven loser den forsta ekvationen
genom insédttning. Vi far
184+ 35ky =1mod 2 < ks =1 mod 2 & ky = 1 4 2ks,
dér ks ar ett godtyckligt heltal. Detta ger nu att
x = 18 + 3bky = 53 4 T0ks.

Samtliga 16sningar ges av x = 53 + 70k, dér k ar ett godtyckligt heltal.

I det sista exemplet 16ste vi 2k = 4 mod 5 genom att multiplicera de bada
leden med 3. Anledningen var naturligt vis att 3-2 = 1 mod 5. Talet 3 ar
alltsa en invers till 2 modulo 5.

Definition 2.1 Talet a ar en invers till b modulo n om ab = 1 mod n.

Det &r inte sdkert att ett tal har en invers modulo n. T.ex. saknar 4 invers
modulo 6. Om némligen a vore inversen skulle vi ha a4 = 1 mod 6 och mul-
tiplikation med 3 skulle ge absurditeten 0 = 3 mod 6. Féljande sats klargor
precis nér en invers existerar

Sats 2.3 Talet b dr inverterbart modulo n om och endast om SGD(b,n) = 1.



Bevis. Om b ar inverterbart finns a sa att ab = 1 mod n, d.v.s ab = 1+kn for
nagot heltal k. Rdkning modulo SGD(b,n) ger 0 = 1 mod SGD(b,n), d.v.s
SGD(b,n) |1, sa SGD(b,n) = 1.

Antag a andra sidan att SGD(b,n) = 1. Da finns tal a och k sa att 1 = ab+kn.
Rékning modulo n ger 1 = ab mod n, d.v.s b ar inverterbart modulo n. W

Beviset ger en metod for att avgéra om det gar att invertera b och i sa fall
bestdimma a: Berdkna SGD(b,n) med Euklides algoritm, om SGD(b,n) = 1
ar b inverterbart annars inte. Bestdm a och k sa att ab+kn = 1 med Euklides
algoritm baklidnges, om SGD(b,n) = 1.

Anvéander vi detta pa 2 modulo 5 farvi5=2-2+1,1=-2-2+5, d.v.s
1=3-2mod 5.

Exempel 2.5 Avgor om 37 ér intverterbart modulo 91 och bestédm i sa fall
dess invers.

Euklides algoritm ger

91 = 2-37T+17
37 2-17+3
17 9-3+2
3 1-2+1
2 = 2140

Alltsa ér SGD(37,91) = 1 och 37 &r inverterbart modulo 91.

For att bestdimma inversen till 37 gor vi Euklides algoritm baklénges och far

1 =3-1-2=3-1-(17-5-3)=6-3—-1-17=6-37—2-17)—1-17=
= 6-37—13-17=6-37—-13(91 —2-37) =32-37—13-91.

Réaknar vi nu modulo 91 ser vi att 1 = 32 - 37 mod 91, sa 32 ar en invers till
37 modulo 91.

Exempel 2.6 Den sluge gamle kinesiske generalen Huang hade ett finurligt
sitt att rdkna sina mannar efter strid. Fore striden hade han 4711 soldater.
Efter striden 14t han dem stélla upp pa 13 jamna led och ldt anteckna hur
manga som blev 6ver. Han lidt sedan stélla upp dem i 17 och 23 jamna led.
Antalet soldater som blev 6ver var, i tur och ordning, 3, 12 och 2. Hur manga
soldater hade general Huang kvar?
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Ekvationssytemet
r = 3 mod 13
r = 12 mod 17
r = 2 mod 23

har precis en l6sning mindre &n 13 - 17 - 23 = 5083, ty talen 13, 17, och 23
ar parvis relativt prima. Sista ekvationen ger x = 2 4+ 23k; som insatt i den
andra ger 2 4+ 6k; = 12 mod 17, d.v.s 6k; = 10 mod 17. Multiplikation med
3, som ar invers till 6 modulo 17, ger ks = 13 mod 17, eller ky = 13 4 17k;.
Déarmed har vi = 2 4 23k; = 2 + 23(13 + 17ky) = 301 + 391k,. Insatt
i forsta ekvationen ger detta 2 + ko = 3 mod 13, d.v.s ks = 1 mod 13, sa
ks = 14 13k3 och = 301 + 391ky = 301 + 391(1 + 13k3) = 692 + 5083ks.
Generalen hade alltsa 692 soldater kvar.

Sats 2.4 (Fermats lilla sats) Om p dr ett primtal, sa gdller for varje hel-
tal a att a? = a mod p.

Bevis. Om p delar a &dr bada sidor av likheten 0, sa vi kan utga fran att a
och p &r reltivt prima, eftersom p &r ett primtal. Dar med &r a inverterbart
modulo p. Lat b vara en invers till @ modulo p sa att ab = 1 mod p.

Nér talen 1, 2, 3, ..., p — 1 multipliceras med a far vi talen 1-a, 2-a, 3 -
a, ..., (p—1)a, som alla har olika rester modulo p eftersom a &r inverterbart
modulo p. Den nya listans rester vid division med p &r alltsa nagon upprak-
ning av sammma tal som i den forsta. Tar vi darfor produkterna av talen i
de bada listorna var for sig far vi

(p—1D!'=(p—1)a’ ! mod p

Eftersom (p — 1)! inte ar delbart med primtalet p &r det inverterbart modulo
p. Multiplikation med en invers modulo p till detta tal ger darfor

1 =a”! mod p.
Multiplikation med a ger till sist

a = aP mod p.
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Av Fermats lilla sats foljer att a?" = a mod p, néir p ar ett primtal:

=a= (PP =d=d =a

2 2 3
a” =a= (a")P =d’ = a” = a ete.

Exempel 2.7 Visa att 66 |n'! — n, for varje heltal n.
Eftersom 66 = 2 -3 - 11 och 2, 3 samt 11 &r olika primtal rdcker det att visa
att n'' —n =01 mdoulo 2, 3 och 11.

Vi anvinder Fermats lilla sats och réknar forst modulo 2, sa att n? = n.
Eftersom 11 = 23 +2 4 1 har vi

3
7’L11 En2 n2n1 =nnn En3 ETL27’L1 E?’L?’LETL2 =n.

Vi rdknar modulo 3 och har da n3* = n:

2
n11£n3n25nn25n35n.

Modulo 11 ger Fermats lilla sats direkt att n'! = n.

2.1 Ovningar

Ovning 2.1 Undersék om b &r inverterbart modulo n och bestdm en invers i
forekommande fall, om

a)b=3ochn=11 b)b=T7Tochn=25 ¢)b=390ochn=65 d)b=93och
n = 101.

Ovning 2.2 Los ekvationssystemet

) r = 12 mod 49 b) z = 12 mod 31 ) z = 5mod 13
a r = 7 mod 53 r = 7 mod 43 ¢ Tz = 7 mod 15.
Ovning 2.3 Los ekvationssystemet

z = 32 mod 63 r = 3modb r = 6mod?7
a)d = 33mod64 b)¢ z = 5modll c){ x = 3modl1l

z = 34 mod 65 r = 2mod 14 z = 5 mod 15.
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Ovning 2.4 Bestim alla positiva heltal mindre én eller lika med 1984, sadana att
resterna vid division med 3, 23 och 29 blir 2, 3 respektive 4.

Ovning 2.5 Ett antal enkronor ska rikknas. Man vet att om de fordelas jamt pa
3 staplar blir det 2 6ver. Fordelas de lika pa 14 respektive 23 staplar blir det 13
respektive 3 6ver. Antalet enkronor &r mindre &n 1000 stycken. Hur manga &r de?

Ovning 2.6 Bestiim alla naturliga tal n sadana att
a) 2n? + 4n + 5 &r delbart med 105  b) n3 + 2n — 3 dr delbart med 63
c) n* +n? +2n + 1 dr delbart med 30  d) n? + 3n + 4 dr delbart med 210.

Ovning 2.7 Antalet tal mellan 0 och n — 1 (d.v.s antalet rester vid division med
n), som &r inverterbara modulo n betecknas ¢(n). Funktionen ¢ kallas Eulers ¢-
Sfunktion.

a) Vilka heltal mellan 0 och 13 &r inverterbara modulo 147

b) Antag att n och m &r relativt prima. Visa att a dr inverterbart modulo nm om
och endast om det ar inverterbart modulo n och m.

c) Vad ar ¢(14)?

Ovning 2.8 Visa att
a) 798 |n'? —n b)) 546|n'3 —n ) 870|n? —n,
for varje heltal n.

Ovning 2.9 Visa att om p iir ett primtal # 2, 5, sa giller att p delar 99...9. Vad

p—1
ar 99...9 modulo 2 och 57
—

p—1
Ovning 2.10 Bestim slutsiffran i
a) 2110011 |y 47675 ) 133319876,
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2.2 Forslag till svar

2.1 a)t.ex. 4 b)t.ex. 18 c¢) e inverterbart d) t.ex. 63.

2.2 a) 202142597k b) 136+ 1333k ¢) 187+ 195k, dér k &r ett godtyckligt
heltal.

2.3 a)x=-31+k65-64-63 b) 478+ 770k c¢) —85+ 1155k, dar k ar
ett godtyckligt heltal.

2.4 1889
2.5 923

2.6 a) 23+105k, 38+105k, 65+105k, 80+105k  b) 1+63k, 15+63k, 29+63k,
dér k ar ett godtyckligt heltal — c¢) 16sning saknas ~ d) l6sning saknas.

2.7 ¢) ¢(14) = 6.

2.8 Faktorisera 546, 798 samt 870 och anvind Fermats lilla sats.

2.9 Observera att 99...9=10""1 —1.99...9 = —1 modulo 2 och 5.
2.10a)8 b)3 ¢ L



