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1. Visa bisektrissatsen: bisektrisen till en vinkel i en triangel delar motstaende sida i delar
som ar proportionella mot de dvriga sidor.
Se kompendiet om Euklidisk geometri.

2. Bestam ekvationen for planet som innehaller de tre punkterna(3,2,1), (5,4,2) och

(3,2,0).
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(2) = (2) =2 (1) och fas som vektorprodulﬁo) X (1) = ( 1 ).Ekvationen ar
0 2 1 1 1 0

—r+y=—lellerr—y=1.
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Normalvektorn till planet &r vinkelrat mot vektorer a2) — (2) = <o> och (4) —

3. Bestam minsta avstandet fran punkten origo till linjen genom punkterna(7,3,1) och
(—1,-3,7).

z 1 -3
avstandet ar minst i punkten dar planet genom origo, vinkelrat mot linjen, skar linjen. Planet
har ekvatiordz + 3y — 3z = 0. | skarningspunkten gall&8 + 16¢ + 9+ 9t — 3+ 9t =0,
sa34 + 34t = 0 ocht = —1. Skarningspunkten &f3,0,4) och avstandet till origo &r

VI +16 = 5.

4. Bestam vinklarna i triangeln i rummet med hérn (1,1,1), (2,3,0) och (4,1, —5).

T 7 4
Linjen genom(7, 3, 1) och(—1, —3,7) ges i parameterform aéy) = (3) +t ( 3 ) och

o o — 1
Lat A = (1,1,1), B = (2,3,0) ochC = (4,1,—5). DA &arAB = ( 2 ) med langdy/6,
~1
3 2
AC — ( 0 ) med langdv/45 — 3v/5 och BC = —CB — (—z) med langdy/33. Vi
—6 -5
har AB - AC' = |A—B>||A—C)’|cosa, sa9 = 3v/30cosa ocha = arccos‘{i()(). Fran -3 =

- - - - o . . e
AB - Ci: |AB||CB| cos 3 far vi 3 = arccos —— och slutligen &ry = arccos ;20— =

arccos ——=.
V165

5. Videfinierar en talféljd a4, as, as, ... rekursivt genom

a; = 1,
a1 = —ap+(=1D)"-2, n>1.

a) Berakna a; genom att anvanda rekursionen.
b) Bevisaatta, = (—1)"*'(2n — 1) foralla n > 1.



a) Vi far successivt atty = —1 + (-1)' -2 = -1-2= -3, a3 =3+2 =5, a4 =
—5—2=-T,a5=T7T4+2=9,a6=-9—-2=—11,a; = 11 +2 = 13.

b) Vi gor ett induktionsbevis.

Basfall: Sattn = 1. Da ar

(D)™ 2n—-1)=(-1)*2-1-1)=1-1=1=aq

sa basfallet stammer.
Induktionssteg: Antag nu att, = (—1)**!(2k — 1) for ndgot positivt heltak. Vi ska visa
att i sa fall ar ocksa

rsr = (—D)FILQk 4+ 1) —1) = (=1DF22k +2 — 1) = (=1)F(2k + 1).
Vi far genom att utnyttja rekursionen och induktionsantagandet att

apy1 = —ap+ (=) 2= (=" 2k - 1)+ (-1)"-2
= (—D)"2Qk -1+ (-DF-2=(-DF2k - 1)+ (-1)*-2
= (=DF2k —142) = (=1)"(2k + 1),

vilket var precis vad vi skulle visa.
Enligt induktionsaxiomet galler darmed att = (—1)""!(2n — 1) for allan > 1.

. Lat f(X)=X?+2X +6 och g(X) = X* — X? — 2 vara tva polynom.

a) Motivera att f(X) arirreducibelt 6ver de reella talen men reducibelt 6ver de kom-
plexa talen.

b) Faktorisera g(X) iirreducibla polynom 6ver de komplexa talen, éver de reella talen
samt Over de rationella talen.

a) Polynometf(X) = X2 4+ 2X + 6 har de tva ickereella rétterna = —1 + +/5i och
a = —1 — /5i. Det betyder att 6ver de komplexa talen far vi

f(X) =X -a)(X —a)

och allts& reducibelt. Over de reella talen &r det dock irreducibelt eftersom ett andragradspo-
lynom &r irreducibelt 6ver ett talomrade om och endast om det saknar nollstéllen i talomra-
det.
b) Vi soker rotter tillg(X) genom att forst géra substitutionén= X? (det finns bara jamna
potenser). Vi fart? — t — 2 = 0 som har I6sningarng = —1 ocht, = 2. Det ger rétterna
T12 = Fi 0Chzs, = ++/2. Darmed far vi en faktorisering dver de komplexa talen som ser
ut som

g(X) = (X —i)(X 4+ )(X = V2)(X +V2).

De tva sista faktorerna ar reella. Om man multiplicerar de tva forsta (som &r konjugerade) sa
far man(X —¢)(X +4) = X? + 1, vilket ar reellt. Faktoriseringen éver de reella talen blir
alltsa

g(X) = (X2 +1)(X = V2)(X +V2).
De sista tva faktorerna ar inte rationella, men produkten av &8m- 2 ar det, sa 6ver de
rationella talen far man faktoriseringen

g(X) = (X* + 1)(X* - 2).

. L&t z = 1 — 4 vara ett komplext tal.

a) Skriv z pa polar form.

b) Skriv 2% pa bade polar form och pa formena + bi dar a och b ar explicit angivna
(innehaller inte nagra trigonometriska funktioner).



a) Absolutbeloppet foe &r |z| = v/12 + 12 = /2 och argumentet &r t.ex-7/4 eller 77 /4.
Darmed blirz pa polar form:

Vil (-5) i (-5)]-

b) Vi far fran de Moivres formel att

2% = (v2)% {cos <—9?T7T) + isin (—9?%)} .

997T_ 9% +57T 5 . 5% B 1
1= T 4,cos 1 = sin =

och (v/2)* = 2%9y/2. Darmed far vi att

2% = 249\/§ |:COS (%) + 2 sin (%)}

99 _ _949 _ 949,

Vi har att

pa polar form och
z

pa formen a+bi.

. Vi definierar en relation R pa mangen av reella polynom/R[X], genom att séga att ett

polynom f(X) &r relaterat till ett polynom ¢(X) om och endast omg(X) har samma

reella nollstallen som f(X).

a) Motivera att R ar en ekvivalensrelation.

b) Ge ett exempel pa tva olika polynom av grad2 som ér relaterade till varandra.

c) Ge exempel pa ett polynom av grad2 och ett av grad 4 som &r relaterade till
varandra.

a) Relationen ar uppenbarligeeflexiveftersom ett polynom har samma reella nollstéllen
som sig sjalv.

Den arsymmetriskeftersom omg har samma reella nollstallen sofnsa har juf samma
reella nollstéllen song.

Den artransitiv, eftersom ony har samma reella nollstallen sofnoch A har samma reella
nollstallen somy s& har ju utan tvivel ocksh samma reella nollstallen som

b) Vikan t.ex. taf(X) = X? —1 ochg(X) = 2(X% — 1) = 2X? — 2 eller ocksa vilket par
som helst som saknar reella nollstallen.

c) Vikantex.taf(X) = X? —1 ochg(X) = (X? —1)(X?*+1) = X* — 1 eller ocksa
vilket par som helst som saknar reella nollstéllen.



