LMA100 VT2005
ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Ovningshéfte 1: Induktion, rekursion och summor

A

1. Kan ni fortsitta foljden 1,3,5,7,9,11,... 7
2. Vilket ar det T:e talet i foljden? Vilket ar det 184:e? Vilket &r tal nr n?
3. Titta nu pa delsummorna av talen i foljden:
1 =1
143
1+34+5

1+34+54+7 =
14+3+54+7+9 =

Ser ni nagot monster? Kan ni skriva upp ett allmént pastaende med n stycken
termer i vinsterledet? Vad star i sa fall i hogerledet?

Hur skulle man kunna visa detta pastaende?

Hjalpmedel:

[]

4. Lustigt nog blir inte formeln lika snygg for delsummorna i féljden 1,2, 3, .. ..
Gauss, pastas det, gjorde sa hir nér han var nio ar gammal for att bestimma
1+2+3+ -+ 100:

1 2 3 --- 100
100 99 98 --- 1
101 101 101 ~--- 101

Man kan ocksa tackla detta geometriskt, med hjilp av féljande figur, fast man
kanske behdver tva kopior:

Eller ocksa kan ni “manipulera” summan 1+ 2 + --- + n for att dra nytta av
jobbet ni gjorde med 1+3+54- - -. Ni har ju redan gjort halva jobbet, eller hur?




B

Det finns ett praktiskt och kompakt sétt att beteckna (langa) “regelbundna” summor
som tex 1 +3+54 .-+ 101. Forst bestimmer man ett uttryck (en funktion) som
beskriver tal nummer £ i summan. I fallet 1 +3 + 5+ --- + 101 sa dr som ni sag
ovan tal nummer k inget annat dn 2k — 1. Nésta steg ar att kontrollera vilket k
som det sista talet i summan svarar mot. I fallet 1 +3 + 5+ --- + 101 sa far vi
101 = 2k —1 vilket ger £ = 51. Man betecknar summan med den grekiska bokstaven
(stora) sigma, ¥, pa foljande sétt:

51
Z 2% — 1.
k=1

Denna ska utlasas som att man ska ta summan for alla 2k — 1 nar £ antar alla
heltalsvarden fran 1 till 51. Vi kallar 51 for summans slutindex och 1 for summans
startindex. P4 motsvarande sitt far vi for summan 1 +2 + 3+ --- + n att den kan

skrivas som
n
E k.
k=1

Betrakta nu summan 546 4+ 7+ 8 4+ - - - + n som dr samma summa fast man borjar
lite senare. Enklast betecknar man detta genom att dndra startindex for summan

och skriver
n
E k.
k=5

Alternativt kan man fundera ut utifran att tal 1 dr 5, tal 2 4r 6, tal 3 4r 7 etc att
tal k£ ar k + 4. Det sista talet i summan har da k+4 =n, dvs Kk =n — 4. Vi far

alltsa att summan ar )
n
Z k+4.
k=1

Man kan alltsa byta startindex pa summan. Observera att da dndras slutindex alltid
lika mycket eftersom annars skulle antalet termer i summan féréandras.
Vad hinder nu om startindex ar storre dn slutindex som tex i

k=10

Vi ska alltsa summera for alla £ med £ > 10 och £ < 7. Nagra sadana k finns det
inte sa vi far en “tom summa”. Denna &ar per definition lika med 0.
Avsnitt 4.1 i Vretblad handlar om summasymbolen och den beslidktade produktsym-
bolen. Lis gidrna ocksa detta innan ni ger er pa foljande uppgifter:



1. Rédkna ut foljande summor:

(a) iQk -1

(b) Zﬂ

() D (-1~

k=1

(d) 27.
@)Ejké

2. Skriv foljande summor med hjilp av ¥-symbolen:

(a) 1+4+9+16+--+ 144
(b) 10412 + 14+ 16 + - - - + 1020
() 14+2+4+8+16+---+1024

3. Lat a vara ett tal och by och ¢, tva talfoljder. Motivera foljande viktiga likheter:

n n n

Z(Ck+bk) :ch—FZbk

och

k=1
Vilka (viilkdnda) rikneregler dr det ni anvinder?

(Tips: Skriv ut de forsta termerna i de olika summorna for att komma igang.)

4. Skriv om summan
20

> 5

J=5

sa att den far startindex 1. (Glom inte att korrigera slutindex!)

C

Ni har redan tidigare tittat pa rekursion och vi kommer nu tillbaka till detta. Reka-
pitulera att en f6ljd av tal z;, x9, x3 etc ar rekursivt definierad om dess virden &r
definierade av tidigare virden i foljden. Vi har tex

.T]:]_
Tpp1 =Tp+2, n>1

3



vilket ger 1 = 1, 9 = 21 +2 = 3, 13 = 19+ 2 = 5 etc. Kanske inser man att det bor
vara x = 2k — 1 oavsett vad k ar. I det hér fallet finns det alltsa ocksa en explicit
formel (2k — 1), men detta &r faktiskt inte alltid sant.

I manga fall &r det enklare att hitta en rekursiv formel &n att direkt hitta en explicit
sadan. For “Tornen i Hanoi” fann ni (férmodligen) att om antalet flytt det krévdes
med n brickor var z,, sa géillde att

T = 1
Tpy1 =Tp+1+2,=22,+1, n>1
Denna fick man av det faktum att for att flytta n + 1 brickor sa maste man forst

flytta n brickor, sedan den stérsta brickan och sedan aterigen n brickor.
En summa kan man se som en rekursiv foljd pa foljande siatt. Lat

n
Ty = E A,
k=1

dér a, ar nagon foljd av tal. Da &r

n+1 n
xn+1:§ ak:a1+a2+"'+an+an+1:§ g + Gpgy1 = Ty + Gpg1-
k=1 k=1

Vi kan alltsa definiera summan rekursivt genom

Tr1 = aq
Tp41 = Tp + Apy1, N >1

1. Liseberg undersokte hur stor andel av dess besokare som aterkom fran aret
innan. Man fann att av alla besokare ett ar s aterkom 70% aret darpa. Dess-
utom var det 60000 nya besokare, d vs sadana som inte var dir aret innan.
Lat x, vara antalet besokare ar n. Antag att xsgos = 300000 (vi pratar olika
bestkare inte antalet besck).

a) Skriv ett rekursivt samband mellan z,,, och z, om vi antar att uppgif-
8
terna ovan giller.

(b) Hur méanga besokare kommer man att ha 2007 om vi forutsétter att
monstret fortsitter?

(c) Hur manga nya bestkare maste man ha (istéllet for 60000) for att antalet
bestkare ska vara stabilt pa 3000007

(d) Om vi aterigen antar att antalet nya bestkare dr 60000. Finns det da
nagot virde pa antalet besokare s att vi har ett stabilt virde? (Med
andra ord kan vi hitta virde pa z, s att x,,1 = x,7)

n
2. Skriv summan z,, = E 3% som en rekursiv foljd.
J=1



D

Induktion dr ett mycket effektivt redskap i matematiken. Dess syster ar rekursionen
som vi redan tittat pa. Induktion kan anvindas for att bevisa t ex en explicit formel

f('ir en summa som tex
n
§ 2%k —1=n?
k=1

eller mer generellt att en rekursiv talféljd har en viss explicit formel. Det finns som
vi kommer att se exempel pa manga andra tillfillen da man kan ta till induktion.
Generellt kan man dock sdga att det alltid i nagon mening ligger nagon typ av
rekursion i bakgrunden. De &r verkligen osklijaktiga systrar.

Matematisk induktion bygger pa foljande princip (som i sjélva verket brukar antas
som ett axiom):

1. (Basfall) Visa att ett pastaende som beror pa en variabel n dr sant om n = 1.

2. (Induktionssteget) Visa att om vi antar att pastaendet dr sant for ett tal & sa
ar det ocksa sant for talet £ + 1.

3. Dra slutsatsen att da dr pastaendet sant for alla positiva heltal n.

Vi gor ett exempel. Lat
To= Y (2k 1)
k=1

och sa ska vi bevisa att z,, = n? for alla positiva heltal n.

1. (Basfall) Forst gor vi fallet da n = 1. Vi har att
1
r1=9Y (2k—1)=2-1-1=1o0ch1*> =1,
k=1
sa det &r sant for n = 1.

2. (Induktionssteget) Antag nu att det dr sant for ett fixt men godtyckligt tal
k, dvs att zp = k?. Vi ska visa att i sa fall &r 4, = (k + 1)?. Genom att
utnyttja att vi kan skriva summan x,,,; som z,, plus sista termen sa far vi

k+1 k

Tror = > (271 =) (2j 1) +2(k+1)—1
J=1 Jj=1

= 2, +2k+2—-1=K+2k+1=(k+1)>~

I det niist sista steget si utnyttjade vi vart induktionsantagande att z;, = k2.
Detta var nyckeln till att vi fick fram att 2, = (k + 1)%

3. Vi drar nu slutsatsen att .

rn =Y (2k—1)

k=1
for alla positiva heltal n.



Innan ni ger er pa uppgifterna nedan sa lias gidrna om induktion som &r avsnitt 4.2
i Vretblad.

1. Ge ett induktivt bevis av formeln fér 1 4+ 2 + 3 + - .- + n. Man skulle kunna
siga att ett sadant bevis ar rigordst, i motsats till det intuitiva “bildbeviset.”
Vi aterkommer till detta, men diskutera nu vilka invindningar man skulle
kunna ha mot bildbeviset, och pa vilket siatt det induktiva beviset dr béttre
i det avseendet. Finns det nagot positivt att siga om bildbeviset, eller borde
sadana bevis forkastas helt?

2. Lat en talfoljd definieras rekursivt genom

7}]:2
Tpi1 =3Tp+2 n>1

Bevisa att x,, = 3" — 1 for alla positiva heltal n.

E

1. Visa att det gar att 16sa problemet med Tornen i Hanoi (6vning for godtyckligt
manga skivor. Beviset borde vara kort, for ni skall bara bevisa att problemet
gar att losa.

2. Visa att det bara behovs exakt 2" — 1 flytt om man har n brickor.

F

Téank er en “schackbriada” med 2" x 2" rutor, dar man har
tagit bort en av rutorna. Kan man ticka en sadan briada

fullstindigt med bitar av formen Hy som inte Overlappar

varandra?




