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ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Ovningshéfte 5: Andligt och oandligt

Ar det mbjligt att jamfra storleken av olika talémgder? Har det&gon mening om marager att det
finns fler irrationella tafn rationella?r detdverhuvudtaget ijligt att jamfora storleken avandliga
mangder? &dana fagor sysselsatte @niskor redandr lange sedan och svarea gem hade mycket
viktiga konsekvenseidf hela matematiken.

Storleken av ta mangder, Bda med etaindligt antal element, karainforas genom att maraknar
antalet element i dem. Den metodimoanéandbar om t& mangderar candliga. Men det finns ettt
att jamforaandliga nangder som kan generaliseras télrmalliga. | séllet for att ikna antalet element
i tva mangderA och B for att av@ra vilken av dessa som inraler flest element, kan maibrisoka
para ihop elementend med elementen B sa att olika element A svarar mot olika element och
varje element iB tillnor nagot par. Om dear mojligt s kan man &ga attA och B har lika manga
element. Om det finns element3 som inte tillkbr nagot par, & ar slutsatsen atbB innelaller fler
elementin A. Om elementen B tar slut innan alla elementA fatt bilda ett par & harA fler element
anB.

For att formalisera parbildning till ett matematiskt begrepp kna mararaa funktionsbegreppet.
Vi repeterar drst den allmfdnna definitionen av begreppet funktiamen om de funktioner som vi
betraktar i detta avsnitt har mycket speciella egenskaper.

(1) Definition. Med enfunktion fran en nangd X till en mangdY menar man en regel som till
varjer € X ordnar exakt ett element € Y. Man brukar beteckna funktioner med bdkstr (eller
speciella symboler — se exempel nedan). Pivetecknar en funktion &n X till Y som tillz € X
ordnary € Y sa skriver many = f(z)ochf: X — Y. O

(2) Exempel.(a) Lat X = Y = R. Om det tal som svarar mat € X arz? € Y sa skriver man
y = f(z) = 2. Andra exempel @ funktioner fan X = Rtill Y = Rary = 23,y = 2%,y = sin
osv. Vi kan ocké skriva:y = g(z) = 23, y = h(z) = 2%,y = ¢(z) = sin z 0sV.

(b) Lat X = {1,2,3,4,5} ochY = {—1,1}. Lat f(1) = —1, f(2) = 1, f(3) = —1, f(4) = 1,
f(5) = —1. Vi har inte skrivit rhgon formel, men vi har definierat en funktion genom att direkt
foreskriva vad som svarar mot varje elementdngdenX (i detta fall kan man skriva en formel —
forsok hitta en adan!).

(c) Lat X vara nangden av alla @nniskor ochat Y vara nangden av alla naturliga tal. Definiera
f(z) = aldern avz uttryckt i antalet dagar varvid en &borjad” levnadsdagaknas som en hel dag.
Detar inte s latt att beakna \ardety = f(z) dax t ex betecknar just Dig. O

Man kanaskadliggora en funktionf : X — Y som pilar fanz € X till y = f(z) € Y — se Figur 1.
Man sager ofta atyy = f(x) arbilden avx eller att f avbildar z pay = f(x).



Figur 1

De funktioner som vi bebwer for att jamfora olika nangder skall avbilda olika pa olikay. Vi gor
foljande definition.

(3) Definition. Man sager att en funktiory : X — Y arinjektiv (eller en—entydig om x; # x»
medbr att f (z1) # f(x2). Man Kallarf surjektiv (ellerpa helaY’) om varje elemeng i Y ar bilden
av (minst) ett element i X. En funktion som Bdear injektiv och surjektiv kallabijektiv . O

(4) Exempel.(a) Funktionenf : R — R, dary = f(x) = 22, ar inte injektiv, ty3 # —3, men
f(3) = 3% = (=3)2 = f(—3) (det dr lika bra att valja ett annat nollskilt tal i gtlet for 3). Denar
inte heller surjektiv drfor att t ex—1 inte ar bilden av &gotx € R — det finns ingetr € R sadant att
f(z) = 2% = —1.

(b) Funktionenf : R — R, dar f(x) = 2%, ar injektiv darfor attz; # xo implicerar att2™* =#
2%2 (tank pa funktionskurvandr f!). Men f ar inte surjektiv @rfor att f(x) alltid ar ett positivt tal
(negativa tal och @r inte bilder). Man kan&lja X = R ochY = R, dvs \alja somY mangden av
de positiva reella talen. &@ar funktionenf : X — Y, dar f(z) = 2* bade surjektiv och injektiv, dvs
bijektiv. O

Vi kan tanka & en injektiv funktionf : X — Y som pilar fén X till Y sadana att pilar fin olikax
slutar i olikay. Om f ar surjektiv & ar varjey € Y andpunkten av (minst) en pil&n X.

Om nuA och B ar tva mangder & kan vi betrakta dem som lika stora om det finns en bijektiv funktion
fran den ena till den andra. Vi uttrycker dét foljande $itt:

(5) Definition. Man sager att té& mangder A ochB har samm&&ardinalitet (eller sammanaktig-
het) om det finns en bijektiv funktiorf : A — B.
]

Detta betyder att mot varje € A svararb = f(a) € B pa ett @idant &tt att mot olikaa svarar olika
b och att varjeh svarar mot agota. Parenar (a, f(a)). Intuitivt betyder existensen gz att A och B
har lika manga element. Den intuitionen leder till en deferraskningar @ar man betraktarandliga
mangder. Menat oss brja med rdgra exempel@ mangderar andliga.

(6) Exempel.(a) Mangdernad = {3,4,5} ochB = {11, 12,13} har samma kardinalitet. Man kan
helt enkelt &kna antalet element i dessangder — Bgge har 3 element. Men vi vill admda den
andra metoden, dvs parbildning. Abt®etdver vi en bijektiv funktion fan A till B. Ett exempel a
en sadan funktiorar foljande: f : A — B, dar

fB) =11, f4)=12 f(5) =13
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dvs vi har bildat tre pa¢3, 11), (4, 12), (5, 13).

(b) MangdenA = {z € R | 22 — 4z + 3 = 0} och B = {Feskekyrkan, Matematiskt centrum}
har samma kardinalitet. Man konstateratt latt A = {1, 3} sa att khgge nangderna har 2 element.
Men vi kan ktt definiera en bijektiv funktiorf : A — B, dar f(1) = Feskekyrkan och f(3) =
Matematiskt centrum, vilken ger parer{l, Feskekyrkan) och (3, Matematiskt centrum). O

De naturliga taler, 1, 2, 3... svarar mot kardinaliteter av olikindliga néangder: Gar antalet element

i den tomma rangden, lar antalet element i varje angd som har samma kardinalitet som t ex den
mangd som bedt av endast Dig, ar antalet element i varje@mgd som har samma kardinalitet som
t ex den nangd som beét av Dig och Din sta kompis, osv. Man kan naturligtvisaia fragan vad
man menar med eindlig mangd. Den fagan besvarades mycket skickligt av en stor tysk matematiker
Richard Dedekindr 1888. Enligt Dedekindr M en andlig mangd om M inte har samma kardi-
nalitet som nagon av dessikta delmangder. Detta betyder att det inte finns en bijektiv funktioérir

M till en av dess deliangderN med N # M. Man kan ocka uttrycka det & att det intear mojligt

att para ihop elementen\i/ med elementen i desgta delnangd NV (sa att olika element i/ svarar
mot olika element iV). En candlig mangdar alltsa daremot en rangd som har eakta delnangd med
samma kardinalitet som helaamgden.

(7) Exempel.HeltalenZ har samma kardinalite&f "lika stora”) som de positiva heltaléf, ochar
alltsa en @ndlig mangd. Fr att visa det kan vi bilda erdfid av heltalen:

0 1 -1 2 -2 3 -3
T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7

och numrera heltalendvre raden med Bjp av de positiva heltalen som pilarna visa.det éttet fr
vi en bijektion mellarZ_ ochZ. Man kan definierd : Z, — Z mera formellt:

f(n)—{ (1-n)/2 omn arudda

En mangd som har samma kardinalitet s@m kallasuppraknelig. Vart sista exempelager attZ
ar uppéknelig. Man kan &ga att en rangd A ar uppéknelig om dess element kan ordnas i @éljof
ai,az,as, ... , darfor att en bijektionf : Z, — A numrerar elementenA med halp av de positiva
heltalen:f(1) = a1, f(2) = az, f(3) = a3, ... 0sv. OmA ar uppéknelig § siger man attd har
upprakneligt ninga elemengller ett uppékneligt antal element

Nu vill vi visa attQ ar uppéknelig, menat oss innan des$iga en enkel observation som kommer att
visa sig mycket nyttig:



(8) Lemma.OmA ar en uppéknelig nangd ochB ar enandlig eller uppéknelig néingd @1ar AUB
uppraknelig.

Bevis.Om aq, as, as, ... ar foljden av alla element A och by, b, b3, ... &r foljden av alla element i
B (den Bljden kan varandlig), @« kan man bildadljdenay, b1, as, bo, as, b3, ... Som innefller alla
element iA U B mojligen med upprepningar. Ur deiljden kan vi nu stryka varje element vid dess
upprepadedrekomst och @ far vi en Bljd av alla element AU B. Detta visar atdU B ar uppaknelig.

]

(9) Exempel.Q ar uppéknelig. Forst visar vi att iangderfQ ;. av positiva rationella teir uppéknelig.
For att gora det skriver vi ut alla positiva rationella tal i form av tabellen:
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Figur 2

Den omfattar alla positiva rationella tal — varje tai. forekommer faktiskt andligt manga gnger
(visa det!). Nu kan man bilda eiljd av dessa tal genom att tilldela dem i tur och ordning de positiva
heltalen 1,2,3,...@man startarjf och fljer pilen i enlighet med Figur 2. Man hoppaver de tal som
man redan hargraffat. Alltsa har vi:
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(Man hoppar &ar bver% = %). Detta visar att positiva rationella tal bildar en ugkmelig mangd,
aven om det int@r s latt att ge en formeldr funktionenZ, — Q.. Menaven negativa rationella tal
bildar en uppéknelig mangd (man kan byta alla tecken i fig 2 och resonera som tidigare eller utnyttja
funktionenf(z) = —z som ger en bijektion mellan alla positiva och alla negativa rationella tal). Om
vi nu tar A = alla positiva rationella tal ocB = alla negativa rationella tabsfar vi enligt Lemma (8)
attQ = AU B U {0} ar uppéknelig(A U B ar uppéknelig som union av &vuppékneliga nangder
och(A U B) U {0} ar uppéknelig som union av en upgknelig och erandlig mangd). O

Nu ger vi exempel @ en mycket viktig icke-upfaknelig mangd:
(10) SatsR ar inte uppiknelig.

Bevis. Antag motsatsen, dvs att man kan bilda éljdfav alla reella tal. @ kan man ocksbilda en
foljd av alla reella tal i intervallet (0,1) (som en d#&|tl av alla reella tal):

Ir1 = 0, a11a12a13...A1p.--.
zo = 0, as1a22a23...a9,...

dara;, arn : te decimalsiffran i en decimalutveckling ay. Betrakta nu talet

Tr = 0, blbgbg...bn...,
dar
b — 1 omay 75 1,
e 2 omay; = 1.

Trots att taletc ligger i intervallet(0, 1) kan det inte finnas bland talen, zs,...,z;, ... darfor atti:te
decimalsiffran aw inte ar lika medi:te decimalsiffran aw; sa attz # x; * fori = 1,2, .... O

Den sista satsen visades av G. Cahi@872. En av dess konsekvengeratt de irrationella talear
"fler” an de rationella @for att de irrationella talen bildar en icke-ugknelig ningd, medan de

*z kan inte ha té olika decimalutvecklingaraifor att om ett tal har & olika decimalutvecklingarashar en av dem

oandligt manga siffror 0, och den andraawadligt manga siffror 9.
tGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) en tysk matematiker som lade grusrdeenf moderna

mangdteorin.



rationella bildar en upjaknelig. Tag Amligen A = rationella tal ochB = irrationella tal. Ca ar

R = A U B och eftersomA ar uppéknelig & masteB vara icke-uppiknelig ty annarsr A U B
uppfaknelig enligt Lemma (8). Vi vet redan (se avsnittet om "Induktion och deduktion”) atttZx
ar ett irrationellt tal. Trots att de irrationella talénfler” an de rationella kan det tyckas som att det
ar s\arare att ge exempehgrrationella talan g rationella. & ar dock inte fallet: & snart vi har ett
irrationellt tal har vi @éndligt manga, ty onu ar irrationellt ochr ar rationellt & ar a + r irrationellt
(Visa detta! Omr # 0 saar f.0. avenar irrationellt), s varje irrationellt tal ger upphov till lika Bmga
irrationella tal som det finns rationella tal.

Cantor visade ett annat resultat om tahmgder, som spelade en mycket viktig roll i matematikens
utveckling och beidste betydelsen av hans teo@mligen att de skranscendentaalen (som t exr
oche) ar fleran dealgebraiskadvs Btter till polynomekvationer med rationella koefficienter. Beviset
gar ut [a att visa att rangden av&dana ekvationeir uppéknelig.

OVNINGAR

Forsta delen avvningen handlar om begreppet funktion. Syfiettt bekanta sig med funktionsbe-
greppet som en parbildning. Vi koncentrerar odsre viktiga begrepp:

e injektiv funktion,
e surjektiv funktion,

e bijektiv funktion.

Vi behdver just nu enbart begreppet bijektiv funktidir fitt amfora storleken av olika &ngder. Man
sager att ta mangderar lika stora (i matematiska termer: har samma kardinalitet) om det finns en
bijektiv funktion mellan dessa amgder. En rangd somar lika stor som de positiva heltalen kallas
uppraknelig. Att bekanta sig med dessa tvegrepp dvs:

¢ samma kardinalitet

e uppraknelighet

ar huvudsyftet med denrianing. Men meninge#r ocks att Du fir en lattre Hrstelse dr skillnaden
mellanandliga och éandliga nangder. Vi bljer stencilen Andligt och candligt”.

| forsta hand rekommenderas uppgifterna A, B, D, E, G, H, |, K.

Ovning A

Vilka av foljande nangderar andliga och vilkar candliga?

1. Mangden av alla &nniskor som har levtégpjorden.

6



Mangden av alladcker som har skrivits.
Mangden av alla ord som har @mis i alla lbcker som har skrivits.
Mangden av alla heltaliga kvadrater, dvs 0, 1, 4, 9, 16, ....

Mangden av alla primtal.

L T

Mangden av alla tal mellan 0 och 1.

Ovning B

LatX = {a,b,c} ochY = {3,4,11}.

1. Paraihop elementen iangdernaX ochY sa att mot olikar € X svarar olikay € Y. Skriv ut
dessa par.

2. Beteckna med' den funktion som Din parbildning definierar. Angga), f(b) och f(c). Ar
funktionen f injektiv (surjektiv, bijektiv)? (dessa termebrklaras i stencilen Andligt och
oandligt” pa sid. 2).

3. Ge exempel®en funktiong : X — Y som inteér injektiv. Ar den surjektiv eller bijektiv?

Ovning C

1. (a) Visa att alla naturliga tal delbara med 3 bildar en &fpelig mangd.
(b) Visa att alla heltal delbara med 3 bildar en wdprelig nangd.
Ledning. Dessa rangder begtr av alla tal av typeBk, dark tillhor N resp.Z.

Ovning D

Hilberts ¥ hotell. | Hilberts hotell finns é&ndligt manga rum numrerade 1,2,3,. Hilbert bekt-
tade hur en matematikebste problemet med sin inkvartering tan fick veta att alla rum var
upptagna. Matematikernérislag tillagaren var att flyttagsten i rum nr. 1 till rum nr. 2, @sten

i rum nr. 2 till rum nr. 3 osv. & det &ttet kunde alla @ster & rum och matematikern kunde
ta i besittning rum nr. 1. | verkligheten har hotellet oligade rdjligheter att ta emot@ster.
Forsok experimentera!

1. Det kommer en buss med 50 nyaster. Hur kan deéfvar sitt rum @ alla rumar upptagna?
2. Det kommer andligt manga nya gster (uppiikneligt nnga). Hurser man deras inkvartering
i Hilberts hotell?

tDavid Hilbert (23/1 1862 — 14/2 1943) var en av de mest framstle matematikerna genom tiderna. Hans bidrag
till matematiken &cker flera viktiga om&den.Ar 1900 vid Matematikernasarldskongress i Paris formulerade Hilbert 23

seklet, men agra vantar fortfarande @ sin bsning. Den senasteéxdskongresseagde rum i Beijing i augusti 2002, och
nasta sker i Madrid i augusti 2006.



Ovning E

1. Visa att té godtyckliga stickor (medandpunkterna) har samma kardinalitet (dvs punkte&na p
dessa stckor kan paras ihop bijektivt).

2. Visa att ta godtyckliga cirklar (med olika radier) har samma kardinalitet.

3. Visa att en cirkel utan en punkt har samma kardinalitet sonainje i planet.

Ledning. Placera cirkeln @ linjen som bilden visar octofsdk para ihop punkternagpcirkeln
med punkternad@linjen.

Ovning F
1. Lat A vara nangden av alla igjliga foljder

a1a2a3 ...0yp ...,

dar varjea; ar lika med antingen 0 eller 1. Visa atbimgdenA inte ar uppéknelig.

Ledning. Uppgiften ar ganska sar, men bsningenar enklarean beviset att de reella talen
bildar en icke—upgitknelig mingd i stencilen Andligt och dandligt”. Du kan farma beviset i
stencilen. Antag att detag att skriva ut alladljder av 0 och 1:

ai1a12a13 . - -

21022023 . . .



a31azaass . ..

Konstruera drefter en &ljd som med all akerhet inte finns bland de utskrivna.

Ovning G

1. Lat oss betrakta enandlig tiaddard med andligt manga tad som vaxer Bngs en it linje.
Motivera att tadnmangderar uppgéknelig (ge ett recepbf hur tiaden kan numreras).

2. Visa att varje rangd av parvis disjunkta stckor [ en @t linje ar uppéknelig. Ser Du en likhet
med Brra uppgiften?

3. Tank Dig nu en andlig tadgard med @ndligt manga tad som vaxeroverallt. Visa att tad-
mangderar uppiéknelig (som ovan ge ett recejitr thur tiédden kan numreras).

Ledning. Uppgiftenar ganska sar. Tank & ett téd som en liten cirkel i planet. Cirkelns cent-
rum (a, b) kan \aljas & atta ochb ar tva rationella tal. @refter kan man utnyttja &tidigare
ovningar.

Ovning H

Tva nigot s\arare uppgifter:

1. Visa att en sticka medandpunkter har samma kardinalitet som efcka utanandpunkter
(eller ett intervall[a, b] har samma kardinalitet som intervallet, b)) — Du far valjaa = 0 och
b=1).

2. Visa att stackan(0, 1) har samma kardinalitet som halvlinjéh, co) (alternativt:(0, co) eller
(_007 O)

Ledning. Den andra uppgiftear nagot enklarean den drsta. Du kan utnyttja t ex funktionen
f(z) =1/z eller2®.

Foljandedvning i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 3.8 (307)



