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ARITMETIK OCH ALGEBRA DEL 2

Ovningshiifte 5: Andligt och ozindligt

Ar det méijligt att jimfora storleken av olika talmingder? Har det nigon mening om man siger att det
finns fler irrationella tal 4n rationella? dr det dverhuvudtaget mojligt att jamfora storleken av odndliga
mingder? Sadana fragor sysselsatte ménniskor redan for linge sedan och svaren pa dem hade mycket
viktiga konsekvenser for hela matematiken.

Storleken av tvd mingder, bdda med ett dndligt antal element, kan jaimforas genom att man ridknar
antalet element i dem. Den metoden &r oanviandbar om tva mingder dr odndliga. Men det finns ett sétt
att jaimfora dndliga mingder som kan generaliseras till odndliga. I stillet for att rikna antalet element
i tvd méangder A och B for att avgora vilken av dessa som innehaller flest element, kan man forsoka
para ihop elementen i A med elementen i B si att olika element i A svarar mot olika element i B och
varje element i B tillhor ndgot par. Om det dr mojligt sd kan man séga att A och B har lika manga
element. Om det finns element i B som inte tillhdr nagot par, sa dr slutsatsen att B innehaller fler
element an A. Om elementen i B tar slut innan alla element i A fétt bilda ett par sa har A fler element
in B.

For att formalisera parbildning till ett matematiskt begrepp kan man anvidnda funktionsbegreppet.
Vi repeterar forst den allminna definitionen av begreppet funktion dven om de funktioner som vi
betraktar i detta avsnitt har mycket speciella egenskaper.

(1) Definition. Med en funktion fran en mingd X till en mingd Y menar man en regel som till
varje z € X ordnar exakt ett element y € Y. Man brukar beteckna funktioner med bokstiver (eller
speciella symboler — se exempel nedan). Om f betecknar en funktion fran X till Y som till z € X
ordnary € Y sd skrivermany = f(z)och f: X —» Y. O

(2) Exempel. (a) Lat X = Y = R. Om det tal som svarar mot z € X ir 22 € Y s& skriver man
y = f(z) = z%. Andra exempel p4 funktioner frin X = RtillY = Réry = 23,y = 2%,y =sin z
osv. Vi kan ocksi skriva: y = g(z) = 23,y = h(z) = 2%,y = ¢(z) = sin z osv.

(b) Lat X = {1,2,3,4,5} och Y = {-1,1}. Lat f(1) = =1, f(2) =1, f(3) = -1, f(4) = 1,
f(5) = —1. Vi har inte skrivit ndgon formel, men vi har definierat en funktion genom att direkt
foreskriva vad som svarar mot varje element i médngden X (i detta fall kan man skriva en formel —
forsok hitta en saddan!).

(c) Lat X vara mingden av alla méanniskor och 1at Y vara méngden av alla naturliga tal. Definiera
f(z) = dldern av z uttryckt i antalet dagar varvid en ”paborjad” levnadsdag riiknas som en hel dag.
Det ér inte sa Litt att berdkna virdet y = f(z) da x t ex betecknar just Dig. O

Man kan &skadliggora en funktion f : X — Y som pilar frin z € X tilly = f(z) € Y - se figur 1.
Man séger ofta att y = f(z) dr bilden av z eller att f avbildar x pady = f(x).
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Figur 1

De funktioner som vi behover for att jaimfora olika miangder skall avbilda olika x pé olika y. Vi gor
foljande definition.

(3) Definition. Man siger att en funktion f : X — Y ir injektiv (eller en—entydig) om z; # zo
medfor att f(z1) # f(x2). Man kallar f surjektiv (eller pa hela Y') om varje element y i Y dr bilden
av (minst) ett element 2 i X. En funktion som bade &r injektiv och surjektiv kallas bijektiv. O

(4) Exempel. (a) Funktionen f : R — R, diry = f(z) = 2, ir inte injektiv, ty 3 # —3, men
f(8) = 32 = (=3)%2 = f(—3) (det gér lika bra att vilja ett annat nollskilt tal i stillet for 3). Den &r
inte heller surjektiv, darfor att t ex —1 inte dr bilden av nagot € R — det finns inget = € R sadant att
flz) =22 = —1.

(b) Funktionen f : R — R, dir f(z) = 27, ér injektiv darfor att 1 # zo implicerar att 271 #£
2%2 (tank pé funktionskurvan for f!). Men f &r inte surjektiv déarfor att f(x) alltid &r ett positivt tal
(negativa tal och O &r inte bilder). Man kan istillet vilja X = RochY = R,, dvs vilja som Y
mingden av de positiva reella talen. D ér funktionen f : X — Y, dir f(x) = 2% bade surjektiv och
injektiv, dvs bijektiv. O

Vi kan tinka pa en injektiv funktion f : X — Y som pilar fran X till Y sidana att pilar fran olika z
slutar i olika y. Om f dr surjektiv sa dr varje y € Y dndpunkten av (minst) en pil fran X.

Om nu A och B ér tvd mingder sa kan vi betrakta dem som lika stora om det finns en bijektiv funktion
fran den ena till den andra. Vi uttrycker det pa foljande sitt:

(5) Definition. Man séger att tva mangder A och B har samma kardinalitet (eller samma maiktig-
het) om det finns en bijektiv funktion f : A — B.
O

Detta betyder att mot varje a € A svarar b = f(a) € B pa ett sddant sitt att mot olika a svarar olika
b och att varje b svarar mot nagot a. Paren ir (a, f(a)). Intuitivt betyder existensen av f att A och B
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har lika manga element. Den intuitionen leder till en del Gverraskningar nidr man betraktar odndliga
méingder. Men 1at oss borja med nigra exempel da méngder 4r dndliga.

(6) Exempel. (a) Méngderna A = {3,4,5} och B = {11,12, 13} har samma kardinalitet. Man kan
helt enkelt rikna antalet element i dessa mingder — bigge har 3 element. Men vi vill anvinda den
andra metoden, dvs parbildning. Alltsa behdver vi en bijektiv funktion fran A till B. Ett exempel pa
en sadan funktion &r f6ljande: f : A — B, dar

fB)=11, f(4)=12 f(5)=13
dvs vi har bildat tre par (3,11), (4,12), (5, 13).

(b) Miingden A = {z € R | 22 — 4z + 3 = 0} och B = {Feskekyrkan, Matematiskt centrum}
har samma kardinalitet. Man konstaterar litt att A = {1, 3} sa att bigge méngderna har 2 element.
Vi kan nu definiera en bijektiv funktion f : A — B, dir f(1) = Feskekyrkan och f(3) =
Matematiskt centrum, vilken ger paren (1, Feskekyrkan) och (3, Matematiskt centrum). O

De naturliga talen 0, 1, 2, 3... svarar mot kardinaliteter av olika dndliga méngder: O &r antalet element
i den tomma méngden, 1 dr antalet element i varje miangd som har samma kardinalitet som t ex den
mingd som bestar av endast Dig, 2 4r antalet element i varje mangd som har samma kardinalitet som
t ex den méingd som bestar av Dig och Din bista kompis, osv. Man kan naturligtvis stédlla fragan vad
man menar med en dndlig méingd. Den fragan besvarades mycket skickligt av en stor tysk matematiker
Richard Dedekind ar 1888. Enligt Dedekind dr M en fdndlig mingd om M inte har samma kardi-
nalitet som nagon av dess iikta delméingder. Detta betyder att det inte finns en bijektiv funktion frin
M till en av dess delmédngder N med N # M. Man kan ocksa uttrycka det sd att det inte 4r mojligt
att para ihop elementen i M med elementen i dess dkta delmédngd NV (sa att olika element i M svarar
mot olika element i V). En oé@ndlig mingd ar alltsd diremot en miangd som har en dkta delméngd med
samma kardinalitet som hela méngden.

(7) Exempel. Heltalen Z har samma kardinalitet (4dr ”lika stora”) som de positiva heltalen Z och &r
alltsa en odndlig mangd. For att visa det kan vi bilda en f6ljd av heltalen:
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och numrera heltalen i 6vre raden med hjélp av de positiva heltalen som pilarna visar. P4 det séttet far
vi en bijektion mellan Z och Z. Man kan definiera f : Z — Z mera formellt:

[ (1—-n)/2 ommnidrudda
fn) = { n/2 omn dr jimnt



En méngd som har samma kardinalitet som Z kallas uppriknelig. Vart sista exempel sdger att Z
ar uppriknelig. Man kan siga att en mingd A ir uppriknelig om dess element kan ordnas i en foljd
ai,a9,as, ... , darfor att en bijektion f : Z — A numrerar elementen i A med hjélp av de positiva
heltalen: f(1) = a1, f(2) = a9, f(3) = a3, ... 0sv. Om A ir uppriknelig si séger man att A har
upprdkneligt mdanga element eller ett uppriikneligt antal element.

Nu vill vi visa att QQ dr uppriknelig, men lat oss innan dess géra en enkel observation som kommer att
visa sig mycket nyttig:

(8) Lemma. Om A dir en uppriknelig mdngd och B dr en dndlig eller uppriknelig méngd sa dr AUB
upprdknelig.

Bevis. Om a1, a9, as, ... ar foljden av alla element i A och by, bo, b3, ... dr foljden av alla element i
B (den foljden kan vara dndlig), sa kan man bilda f6ljden a1, b1, as, ba, as, b3, ... som innehaller alla
element i A U B mojligen med upprepningar. Ur den f6ljden kan vi nu stryka varje element vid dess
upprepade forekomst och da far vi en foljd av alla element i AUB. Detta visar att AU B ir uppriknelig.

O

(9) Exempel. Q druppriknelig. Forst visar vi att mdngden Q. av positiva rationella tal 4r uppraknelig.
For att gora det skriver vi ut alla positiva rationella tal i form av tabellen:
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Den omfattar alla positiva rationella tal — varje tal i Q. forekommer faktiskt odndligt manga ganger
(visa det!). Nu kan man bilda en f6ljd av dessa tal genom att tilldela dem i tur och ordning de positiva
heltalen 1,2,3,... dd man startar i % och foljer pilen i enlighet med figur 2. Man hoppar 6ver de tal som
man redan har patraffat. Alltsa har vi:

e
N —> ol
L —> =
S —> 2w
O —> wl—
S —> A=
~ —> i

(Man hoppar hir 6ver % = %) Detta visar att positiva rationella tal bildar en uppriknelig méingd,
dven om det inte &r sa ldtt att ge en formel for funktionen Z, — Q1. Men dven negativa rationella
tal bildar en uppriknelig miangd (man kan byta alla tecken i figur 2 och resonera som tidigare eller
utnyttja funktionen f(z) = —x som ger en bijektion mellan alla positiva och alla negativa rationella
tal). Om vi nu tar A = alla positiva rationella tal och B = alla negativa rationella tal sa far vi enligt
Lemma (8) att Q = AUBU{0} &r uppriknelig (AU B ir uppriknelig som union av tva upprikneliga

mingder och (A U B) U {0} ir uppriknelig som union av en uppriiknelig och en dndlig méngd). O
Nu ger vi exempel pa en mycket viktig icke-uppriknelig méngd:
(10) Sats. R dr inte uppriknelig.

Bevis. Antag motsatsen, dvs att man kan bilda en f6ljd av alla reella tal. D4 kan man ocksa bilda en
foljd av alla reella tal i intervallet (0,1) (som en delfoljd av alla reella tal):

Il = 0, a11a12413---Q1p---
o = 0, a21a922023.-.A2p ...

dir a;y, dr n : te decimalsiffran i en decimalutveckling av x;. Betrakta nu talet
T = 0, b1b2b3...bn...,

2 om Qq; = 1.

{ 1 omaiﬁél,
b =

Trots att talet z ligger i intervallet (0, 1) kan det inte finnas bland talen 1, zo,...,%;, ... darfor att i:te
decimalsiffran av z inte &r lika med i:te decimalsiffran av x; sd att x # z; * fori = 1,2, .... 0

*z kan inte ha tvd olika decimalutvecklingar dirfor att om ett tal har tvd olika decimalutvecklingar sd har en av dem
oindligt manga siffror 0, och den andra, odndligt ménga siffror 9.



Den sista satsen visades av G. Cantor’ 1872. En av dess konsekvenser ir att de irrationella talen &r
“fler” dn de rationella dérfor att de irrationella talen bildar en icke-uppriknelig mingd, medan de
rationella bildar en uppréknelig. Tag ndmligen A = rationella tal och B = irrationella tal. D4 &r
R = A U B och eftersom A ir uppriknelig sd maste B vara icke-uppriknelig ty annars dr A U B
uppriknelig enligt Lemma (8). Vi vet redan att t ex /2 &r ett irrationellt tal. Trots att de irrationella
talen dr “fler” @n de rationella kan det tyckas som att det dr svarare att ge exempel pa irrationella tal
an pa rationella. Sa &r dock inte fallet: sa snart vi har ett irrationellt tal har vi odndligt ménga, ty om
a ar irrationellt och r &r rationellt s& 4r a + r irrationellt (Visa detta! Om r # 0 sa &r f 6 dven ar
irrationellt), s& varje irrationellt tal ger upphov till lika manga irrationella tal som det finns rationella
tal.

Cantor visade ett annat resultat om talméngder, som spelade en mycket viktig roll i matematikens
utveckling och befiste betydelsen av hans teori, ndmligen att de s k transcendenta talen (som t ex 7
och e) ir fler @n de algebraiska, dvs rotter till polynomekvationer med rationella koefficienter. Beviset
gar ut pa att visa att mangden av sddana ekvationer dr uppriknelig.

OVNINGAR

Dags nu for nagra 6vningar om begreppen funktion, dndligt, odndligt, kardinalitet och uppréknelighet.
I forsta hand rekommenderas uppgifterna A till F.

Ovning A
Vilka av foljande méngder dr dndliga och vilka dr odndliga?

1. Mingden av alla ménniskor som har levt pa jorden.

2. Mingden av alla bocker som har skrivits.

3. Mingden av alla ord som har anvints i alla bocker som har skrivits.
Mingden av alla heltaliga kvadrater, dvs 0, 1, 4, 9, 16, ....

Maingden av alla primtal.

AN AR

Mingden av alla tal mellan O och 1.

Ovning B

Lat X = {a,b,c} ochY = {3,4,11}.

tGeorg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) en tysk matematiker som lade grunden for den moderna
méngdteorin.



1. Para ihop elementen i miangderna X och Y sé att mot olika « € X svarar olika y € Y. Skriv ut
dessa par.

2. Beteckna med f den funktion som Din parbildning definierar. Ange f(a), f(b) och f(c). Ar
funktionen f injektiv surjektiv och/eller bijektiv?

3. Ge exempel pi en funktion g : X — Y som inte 4r injektiv. Ar den surjektiv eller bijektiv?

Ovning C

1. (a) Visaatt alla naturliga tal delbara med 3 bildar en uppriaknelig méingd.
(b) Visa att alla heltal delbara med 3 bildar en uppriknelig mingd.
Ledning. Dessa mingder bestar av alla tal av typen 3k, dir & tillhor N resp. Z.

Ovning D

Hilberts® hotell. I Hilberts hotell finns oiéindligt manga rum numrerade 1, 2, 3,. ... Hilbert be-
rittade hur en matematiker 16ste problemet med sin inkvartering da han fick veta att alla rum
var upptagna. Matematikerns forslag till 4garen var att flytta gasten i rum nr 1 till rum nr 2,
gésten i rum nr 2 till rum nr 3 osv. P4 det sittet kunde alla géster fa rum och matematikern
kunde ta i besittning rum nr 1. I verkligheten har hotellet obegriansade mojligheter att ta emot
gister. Forsok experimentera!

1. Det kommer en buss med 50 nya gister. Hur kan de fa var sitt rum da alla rum &r upptagna?

2. Det kommer o#ndligt manga nya gister (uppréikneligt manga). Hur 16ser man deras inkvartering
i Hilberts hotell?
Ovning E

1. Visa att tvd godtyckliga strickor (med @ndpunkterna) har samma kardinalitet (dvs punkterna pa
dessa striackor kan paras ihop bijektivt).

iDavid Hilbert (23/1 1862 — 14/2 1943) var en av de mest framstiende matematikerna genom tiderna. Hans bidrag
till matematiken ticker flera viktiga omraden. Ar 1900 vid Matematikernas virldskongress i Paris formulerade Hilbert 23
problem som enligt honom fortjénade stort matematiskt intresse. Dessa problem sysselsatte manga matematiker under hela
seklet, men nagra véntar fortfarande pé sin 16sning. Den senaste virldskongressen dgde rum i Beijing i augusti 2002, och
nista sker i Madrid i augusti 2006.



2. Visa att tva godtyckliga cirklar (med olika radier) har samma kardinalitet.

3. Visa att en cirkel utan en punkt har samma kardinalitet som en rét linje i planet.

Ledning. Placera cirkeln pa linjen som bilden visar och forsok para ihop punkterna pa cirkeln
med punkterna pa linjen.

Ovning F

1. Lat A vara mingden av alla mgjliga foljder

a1a2a3 ...0qp - ..,

dir varje a; dr lika med antingen O eller 1. Visa att midngden A inte dr uppriknelig.

Ledning. Uppgiften dr ganska svar, men 16sningen dr enklare dn beviset ovan att de reella talen
bildar en icke—uppriknelig méngd. Du kan hirma det beviset. Antag att det gar att skriva ut alla
foljder av O och 1:

a11a12a13 - - -

a210a22a923 . - .

a310a32a33 . - .

Konstruera direfter en f6ljd som med all sékerhet inte finns bland de utskrivna.

Ovning G

1. Lat oss betrakta en oédndlig tradgard med oédndligt ménga trad som vixer langs en rit linje.
Motivera att traidméangden &dr uppriknelig (ge ett recept for hur triden kan numreras).



2. Visa att varje méngd av parvis disjunkta strickor pa en rit linje &r uppriknelig. Ser Du en likhet
med forra uppgiften?

3. Tank Dig nu en odndlig tridgard med odndligt méanga trdd som vixer Overallt. Visa att trad-
mingden &r uppréaknelig (som ovan ge ett recept for hur triden kan numreras).

Ledning. Uppgiften dr ganska svar. Téank p4 ett trdd som en liten cirkel i planet. Cirkelns cent-
rum (a, b) kan viljas sé att a och b ir tva rationella tal. Direfter kan man utnyttja tva tidigare
Ovningar.

Ovning H

Tva nagot svarare uppgifter:

1. Visa att en stracka med @ndpunkter har samma kardinalitet som en stricka utan dndpunkter
(eller ett intervall [a, b] har samma kardinalitet som intervallet (a,b) — Du far vilja a = 0 och
b=1).

2. Visa att striickan (0, 1) har samma kardinalitet som halvlinjen (1, c0) (alternativt: (0, co) eller
(—OO, 0)

Ledning. Den andra uppgiften ar nagot enklare &n den forsta. Du kan utnyttja t ex funktionen
f(z) = 1/z eller 2°.

Foljande 6vning i Vretblads bok rekommenderas:

Vretblad: 3.8 (307)



