Euklidisk geometri

Geometri dr en av de dldsta vetenskaperna. Manga resultat var redan bekanta i de egyptiska,
babyloniska och kinesiska kulturerna. Sjélva ordet geometri kommer fran grekiska och betyder
landmétning. Ursprungligen var geometrin en samling regler for att 16sa praktiska problem.
Det var forst de gamla grekerna, med bl a Thales och Pythagoras, som gjorde geometrin
till en vetenskap pa deduktiva grunder, dér pastaenden bevisas genom logiska resonemang.
Kunskaperna samlades av Euklides i hans "Elementa”.

Euklides var en grekisk matematiker utbildad vid den Platonska Akademien i Aten och verk-
sam i Alexandria ca 300 f Kr. Han publicerade sitt verk i 13 volymer som huvudsakligen dgnas
just at geometri, men ocksa innehaller flera aritmetiska resultat (t ex beviset att det finns
o#ndligt manga primtal). Euklides forsokte bygga upp en konsekvent deduktiv matematisk
teori — ett antal klara forutsdttningar om punkter, linjer och plan skulle kunna anvindas som
utgangspunkt till att med hjalp av logiska resonemang hérleda olika egenskaper hos geometris-
ka figurer. Dessa forutsiattningar — den euklidiska geometrins “spelregler’— kallas axiom eller
postulat och giller sa kallade primitiva begrepp som punkter, linjer och plan samt vissa
enkla geometriska figurer (som t ex striickor och cirklar). Med utgangspunkt fran axiomen
hérledde Euklides olika egenskaper hos geometriska figurer.

Euklides bocker betraktades under flera hundra ar som ett monster for hur vetenskapliga
teorier borde formas. De anvindes som skolldrobocker sa sent som i slutet av 1800-talet.
En noggrann och kritisk analys av Euklides text visade da pa en del brister i hans teori
vars framstéillning modifierades nagot (av bl a David Hilbert), men Euklides huvudidé lever
kvar — hela matematikens uppbyggnad foljer samma deduktiva principer som den euklidiska
geometrins. Det har skrivits tusentals larobocker 1 geometri som under en lang tid var en av de
viktigaste delarna i skolmatematiken. Pa 1960-talet forsdkte man modernisera presentationen
av euklidisk geometri i skolan. Reformen var inte forberedd ordentligt vare sig nér det géllde
ldmpliga larobocker eller ldrarnas fortbildning. Detta ledde till att den euklidiska geometrin
néstan forsvann fran kursplanerna. Men geometrin har kommit tillbaka. Geometrin &r en
mycket viktig del av vart vardagliga liv — en modell av geometriska former som vi finner i var
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omgivning. Kunskaper om enkla geometriska figurer ar lika viktiga som kunskaper om t ex
talsystem och maste betraktas som en mycket viktig del av allménbildningen. Geometrin &r
mycket mera intuitiv och lattare att forsta &n t ex en del egenskaper hos talsystem. Man maste
dock medge att en strang uppbyggnad av euklidisk geometri ar relativt komplicerad och att
det finns mycket enklare exempel pa matematiska teorier som ger en klarare uppfattning om
hur en axiomatisk teori fungerar. Tyvirr forpassades euklidisk geometri fran skolmatematiken
nistan fullstéandigt och ersattes da inte med nagot annat som kunde tillgodose behovet av ett
bra exempel pa hur man kan utveckla en riktig matematisk teori (en matematisk modell) for
att studera var omgivning.

1. Euklides Elementa

Euklides borjar forsta boken av sina Elementa med 23 definitioner. Vissa av dem skall ge
en visuell forestéllning hos lasaren av grundldggande begrepp som punkt och linje. Euklides
forklarar att en punkt dr nagot som inte kan delas. En punkt &r alltsa en geometrisk atom.
Detta &ar kanske en tilltalande analogi, men har ingen abstrakt matematisk betydelse. Samma
sak géller for linje: en linje &r en lingd utan bredd. En linjes &ndar &r punkter. En rit linje
ar en linje som ligger jimnt mellan punkterna pa densamma. Ordet stricka férekommer inte
hos Euklides, han talar om en begriansad rét linje. Andra definitioner har matematisk innehall,
som anvinds senare, t ex: en cirkel dr en plan figur, som inneslutes av en linje, sa att alla
riata linjer, som fran en viss punkt i figuren faller pa den, ar lika stora. Sista definitionen &r:
parallella réta linjer &r rédta linjer som, om de utdrags i biagge riktningar, aldrig mots.

Efter definitionerna foljer grundsatserna, som indelas av Euklides i postulat, som &r specifika
for geometrin, och allménna grundsatser. Det finns fem postulat:

1. Det fordras att man kan dra en rét linje fran en punkt till en annan.
2. Att varje begriansad rat linje kan forlingas obegrénsat.

3. Att man kring varje punkt kan beskriva en cirkel med given radie.
4. Att alla réta vinklar ar lika med varandra.

5. Nar en rét linje skér tva réta linjer, och de bada inre vinklarna pa samma sida om den
skdrande rita linjen dr mindre &n tva rita vinklar, s& kommer de bada rita linjerna,
om de forldngas obegréinsat, att skira varandra pa den sida om den skidrande rata linjen
som de tva inre vinklarna ligger.

De allménna grundsatserna &r:

1. De, som ér lika med ett och samma, &r ocksa lika med varandra.

2. Om lika adderas till lika, adr de hela lika.
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3. Om lika subtraheras fran lika, &r resterna lika.
4. De, som técker varandra, dr lika med varandra.

5. Det hela ar storre an delen.

Dérefter utvecklar Euklides geometrin. Manga kédnda resultat férekommer redan i den forsta
boken: t ex, att vinkelsumman i en triangel &r 180° (1.32) och Pythagoras sats (1.47). Men
hela verket bestar av tretton bocker, varav det sista handlar om de fem regelbundna Platonska
kroppar.

Stilen &r en torr upprikning av propositioner och bevis, utan vidare forklaringar. Bevisen
grundas pa postulaten, grundsatserna och tidigare bevisade propositioner. Som exempel ger
vi forsta propositionen:

Proposition 1.1. Att pa en given strdcka konstruera en liksidig triangel.

Bevis. Lat AB vara den givna strickan. Rita med medelpunkt A och radie AB cirkeln
BCD genom B (postulat 3), tag sedan B till medelpunkt och BA till radie och rita cirkeln
ACE (postulat 3). Fran cirklarnas skérningspunkt C' dra linjerna C'A och CB (postulat
1). Eftersom punkten A &r medelpunkt till cirkeln CDB &r AC lika stor som AB (cirkelns
definition). Igen, eftersom punkten B &r medelpunkt till cirkeln CAE &r BC' lika stor som
BA (cirkelns definition). Saledes & C'A och C'B lika stora som en och samma strécka AB,
varav foljer att C'A ir lika stor som C'B (grundsats 1). Dérfor dr de tre strickorna CA, AB
och BC' lika stora. Alltsa ar triangeln ABC liksidig, och den har konstruerats pa den givna
strickan AB.

QEF

2. Parallellpostulatet

Parallellpostulatet i Euklides fattning dr krangligt, i motsats till dvriga postulat, som innehal-
ler enkla och sjdlvklara geometriska antaganden. Dessutom undviker Fuklides s& langt som
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mojligt (till 1.29) att anvénda det. Det forvanar dérfor inte att forsoken att bevisa axiomet
ar néstan sa gamla som Euklides Elementa sjilva. I en svensk skolbok fran 1800-talet (De
sex forsta bockerna af Euclidis Elementa jimte planimetri och stereometri, utgifne av P.R.
Brakenhielm, Orebro 1844) liser vi:

Detta axiom, som i sjelfva verket dr en proposition, bevisas framdeles; da vi i stdllet antage,
sasom af sig sjelft klart, att

Tvinne rdta lineer, som skdra hvarandra kunna ej bada vara parallela med en och samma
tredje linea.

Har antas explicit ett annat axiom, som i sjélva verket &dr ekvivalent med parallellaxiomet.
Andra foreslagna ”bevis” visade sig innehalla implicita antaganden, som ocksa ar ekvivalenta
med parallellaxiomet.

Det tog mer dn 2000 ar innan nagra matematiker (néstan samtidigt, och oberoende av varand-
ra) fattade att alla forsok missade malet, eftersom malet inte alls fanns. Det gar att bygga
en geometri (s k hyperbolisk geometri) pa de forsta fyra postulaten, dér det finns oéndligt
manga paralleller till varje linje. Det tog lang tid innan detta forstods och accepterades, ef-
tersom detta strider sa uppenbarligen mot var geometriska intuition. Den forsta upptéckaren
var den stora tyska matematikern Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Just for att undvika alla
negativa reaktioner av en omgivning, som inte var mogen fér dessa kunskaper, publicerade han
ingenting om detta. De tva matematiker, som oberoende av varandra skrev om icke-euklidisk
geometri, N.I. Lobatjevski (1793-1856) i Kazan i Ryssland, och den ungerska matematikern
Jénos Bolyai (1802-1860), fick i deras livstid ingen uppskattning for deras verk. Speciellt Bo-
lyais dde &r tragiskt. Fadern Farkas Bolyai kéinde Gauss fran studietiden, och skickade honom
Janos publikation. Gauss svarade: ”att beromma arbetet betyder att beromma mig sjilv”,
eftersom han hade tdnkt ut samma saker redan tidigare. Janos tog det mycket illa.

Det dréjde till 1860-talet innan bredare matematiska kretsar borjade uppmérksamma och
forsta Lobatjevskis och Bolyais geniala prestationer. En viktig roll spelade att man kunde
tolka den hyperboliska geometrin inom den vanliga euklidiska geometrin. Vi betraktar en
cirkel med radie 1 i planet, och tar medelpunkten som origo. Bara punkterna innanfor cirkeln
tillhor det hyperboliska planet. Den delen av en euklidisk linje som ligger inom cirkeln, alltsa
en korda utan sina dndpunkter, &r en hyperbolisk linje. Vad som skiljer sig &r avstandet —
den hyperboliska linjen skall vara odndligt lang. Vi ger inte den allménna formeln, men néjer
oss med att den hyperboliska radien for en cirkel med medelpunkt origo och euklidisk radie
r ar %ln % Tva stréackor dr kongruenta om de dr lika langa. Man kan visa att alla axiom
giller med undantag av parallellaxiomet. Figuren visar att det finns fler &4n en parallell genom
en punkt. Alla linjer genom P mellan de tva som skir | pa randcirkeln (dvs utanfor det
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hyperboliska planet) #r parallella med [.

.

Upptéckten av de nya geometrierna har lett till en omvérdering av matematikens roll. Geo-
metrin dr inte en avbild av verkligheten, men tillhédller olika teorier, och for att beskriva
verkligheten véljer man den som passar bést. Dessa teorier byggs striangt logiskt upp, utan
hénsyn till omvérlden. Man maste utga fran vissa primitiva begrepp. Alla relationer mellan
begreppen maste regleras genom axiom. Vi far inte lata oss ledas av vara intuitiva forestall-
ningar. Som Hilbert nagon gang uttryckte det: Man maste alltid kunna séga "bord, stolar,
Olsejdlar” i stéllet for "punkter, linjer, plan”. Ett av Hilberts axiom lyder med dessa ord:

Av tre bord vid en stol star precis ett mellan de tva andra.
Detta later inte alls sa sjalvklart som
Av tre punkter pa en linje ligger precis en mellan de tva andra.

Men naturligtvis skall den axiomatiskt uppbyggda geometrin kunna anvéndas for att beskriva
omvérlden. Darfor skall den dverensstdmma med var intuition, som ocksa ger ledtradar vilka
satser som kan vara sanna. Vi fortsitter alltsa att tala om punkter, linjer och plan. Det skulle
ta for lang tid att ge en konsekvent axiomatisk framstéllning, och dérfér utelamnar vi alla
axiom, vilka som exemplet ovan handlar om relativa positioner, och ger bara de axiom som
motsvarar Euklides postulat.

3. Axiom och primitiva begrepp

Vi utgar fran de primitiva begreppen punkt (som vi betecknar med stora bokstéver) och
linje (sma bokstéver). Man sammanbinder punkter och linjer med begreppet incidens: om
en punkt P dr incident med en linje [, siger vi att P ligger pa [, eller att [ gar genom P. En
punkt P kan ligga mellan punkter A och B.
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Axiom 1. Genom tva olika punkter gar precis en linje.
Sats 1. Twa olika linjer har hédgst en gemensam punkt.

Bevis. Antag att de tva olika punkterna A och B ligger pa tva olika linjer [ och m. Enligt
Axiom 1 finns det bara en linje genom A och B, sa [ och m sammanfaller och &r inte olika
linjer. O

Om tva linjer har en gemensam punkt kallas den for linjernas skiarningspunkt. Tva olika linjer
ar parallella om de inte skédr varandra.

Lat A och B vara tva punkter pa en linje [. Mangden av alla punkter pa [ som ligger mellan A
och B (inklusive A och B sjilva) kallas strickan AB, och A och B ér striickans dndpunkter.
Tva striackor dr lika om de dr samma méingd. Vi skiljer alltsa inte mellan strickorna AB
och BA. Méangden av alla punkter pa [ som ligger pa samma sida om A (inklusive A) kallas
en strale fran (eller med utgangspunkt i) A. Punkten A delar linjen i tva motsatta stralar.
Den som innehaller punkten B kallas stralen AB. Om en tredje punkt C ligger pa A—B), sa
ir AB = AC. Vi kan ocksa skriva [ om utgangspunkten och riktning framgar fran texten.

En korrekt beteckning for linjen genom A och B &r 24—B>, men vi foljer traditionen och talar
om linjen AB. Att vi anvinder samma beteckning for en striacka som foér en linje kommer
forhoppningsvis inte orsaka oklarheter.

Det finns en relation mellan strickor som betecknas med ordet kongruent. Vi skriver AB =
CD. Vi sidger ocksa att strackorna ar lika stora. Vi kommer att inféra ett lingdmatt for
stréckor, och strickan AB:s liangd betecknas som |AB|. Vi har da att AB = C'D om och
endast om |AB| = |CD|. Detta visar att kongruens &r en ekvivalensrelation (i sjdlva verket
ingar pastaendet i de utelimnade axiomen).

Axiom 2. Givet en stricka AB och en strale fran en punkt C sa finns det en unik punkt D
pa stralen sadan att strickan CD dr kongruent med strdackan AB.

A

En vinkel definieras som ett par stralar med samma utgangspunkt. Stralarna kallas vinkelben,
och utgangspunkten vinkelns spets. Lat alltsa [ och i vara tva (ej motsatta) stralar med
samma, utgangspunkt. Stralen r ligger pa linjen I, och m pa m. Linjen [ delar planet i tva
halvplan, och stralen m ligger i ett av dem; likadant ligger ['iett av de av m bestimda
halvplanen. Alla punkter, som samtidigt ligger pa samma sida om [ som 7m och pa samma
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sida om m som l_; bildar vinkelns vinkelfélt.

t

C

—

m

Vi betecknar vinkeln med L(l_: m), eller om stralarna &r AB och E, med ZBAC. Om det inte
kan uppsta missférstand, skriver man ibland ZA. Enligt var definition &r /BAC = ZCAB.

Ocksa vinklar kan vara kongruenta, med beteckning /BAC = /A'B'C’. Vi siger da att
vinklarna &dr lika stora. Som matt pa vinkelns storlek skall vi anvéinda vanliga grader. T ex &r
storleken av en rét vinkel 90°. Vi skriver (£A)° for storleken av vinkeln ZA.

Axiom 3. Givet en vinkel ZBAC och en strile DE si evisterar det en unik strle DEF pa
en giwen sida om linjen DE sadan att /EDF = /BAC.

Tre punkter A, B, C', som inte ligger pa en och samma linje, bildar en triangel. De givna
punkterna kallas triangelns hérn, och stridckorna mellan hornen kallas triangelns sidor. Vi
betecknar triangeln med AABC. Trianglar &r kongruenta, om de har samma form och storlek,
sa att de técker varandra, nér den ena liggs pa den andra. Att ldgga en triangel pa en annan
anvinder Euklides i beviset for forsta kongruensfallet (I.4), men inte pa andra stéillen. Han
gillar tydligen inte argumentet, men anvinder det i brist pa béttre. I sjdlva verket har vi hér
en grundliggande egenskap av det euklidiska rummet: ett foremals form och storlek dndras
inte om man forflyttar det. I manga framstéllningar tas detta som axiom. I Euklides ande
tillater vi inte rorelse i geometri, men tar i stéllet helt enkelt propositionen som axiom.

Axiom 4. Om i tva trianglar NABC och NA'B'C’ giller att AB = A'B’', AC = A'C" och
/A= /LA sadr ocksa BC =2 B'C, /B~ /B’ och /C = /(.

Parallellaxiomet formuleras vanligtvis pa foljande sétt.
Axiom 5. Genom en punkt utanfér en given linje gar precis en linje parallell med den givna.

For att definiera langd behdver vi en godtycklig stricka P(Q som enhetstricka. Vi far en
lingdskala om vi avtalar att kongruenta striackor har samma lingd och att om B ligger pa
strackan AC, d v s B ligger mellan A och C, sa &r [AB| + |BC| = |AC|.
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Axiom 6. (Fullstindighetsaxiomet) Lat AB wvara enhetstrickan pa en strale AB. Di ir
stralen i bijektion med de icke-negativa reella talen pa sadant sdtt att talet som motsvarar en
punkt C dr lingden |AC).

Detta axiom saknas helt och hallet i Euklides, men att det behovs, syns pa foljande sétt. Vi kan
inféra kartesiska koordinater i planet. Vi uppfyller alla axiom utom fullstéindighetsaxiomet,
om vi bara tillater rationella tal som koordinater. Men da skér cirklarna i Euklides Proposition
I.1 varandra inte: med A som origo och |AB| = 2 #r C punkten med koordinater (1,+/3).

4. Kongruens av trianglar

Tva trianglar AABC och AA’'B'C’ kallas kongruenta, om motsvarande sidor och vinklar &r
kongruenta:

|BC| = |B'C'|, |AC|=|A'C'|, |AB|=|A'B'],
LA LA /B=/B,  /0~=/C".

I beteckningen AABC = AA'B’'C’ ingar att hérnet A motsvarar A’, B motsvarar B’ och C
motsvarar C’. Definitionen innehaller sex villkor, men det riicker med att tre av dem (i vissa
kombinationer) dr uppfyllda.

Sats 2 (Forsta kongruensfallet). Trianglar, som dverensstimmer i tva sidor och mellan-
liggande vinkel, dr kongruenta.

C C’
//\B A/\B/

Om |AB| = |A'B'|, |AC| = |A'C"| och LA= LA, sa ir NABC = ANA'B'C'.

Sats 3 (Andra kongruensfallet). Trianglar, som dverensstimmer i alla tre sidorna, dr

kongruenta.
C C’
/\j\ /\g\
A B A B’

Om |AB| = |A'B'|, |AC| = |A'C"| och |BC| = |B'C"|, sa ir NABC = NA'B'C'.
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Sats 4 (Tredje kongruensfallet). Trianglar, som dverensstimmer i tva vinklar och en si-
da, ar kongruenta.

c C’
/{/i\/\B AA/

Om |AB| = |A'B'|, ZA= LA" och /B = /B, sa ir AABC = NA'B'C".

C C’
/{/{Q\B AA/

Om |AB| = |A'B'|, ZA= LA, och LC = £, sa ir NABC = NA'B'C'.

For att lattare komma ihag kongruensfallen benidmns de ocksa efter villkoren. Det forsta ar
fallet ‘SVS’ (sida—vinkel-sida), det andra ‘SSS’ och det tredje ‘VSV’, respektive ‘SVV’.

Det forsta kongruensfallet géller enligt axiom 4. De 6vriga kan nu visas.

Bevis for tredje kongruensfallet. Antag forst att |[AB| = |A'B’|, LA~ ZA och /B =
ZB'. Vi vill visa att |[AC| = |A'C'|; da ar AABC = AA'B'C’ enligt forsta kongruensfallet
(Axiom 4). Vi gor ett motsiigelsebevis. Antag att AC &r lingre d&n A’C’. Lat D vara punkten
pa AC sadan att |[AD| = |A'C’| (enligt Axiom 2).
C
D

A B

Nu dr AABD = NA'B'C’ (SVS), sa ZABD = /A'B'C’. Enligt antagande &r ZABC =
LZA'B'C’, som medfér att LZABD = ZABC. Men enligt Axiom 3 finns det bara en strale pa
C's sida om linjen AB med den givna vinkeln, sa BD och BC' sammanfaller och punkten D
dr samma som punkten C, i motsats till antagandet att |[AC| > |A'C’| = |AD|.

Fallet SVV bevisas littast med en sats, som vi visar senare (utan att anvinda fallet SVV),
att vinkelsumman i en triangel dr 180°: om man kénner tva vinklar, sa kdnner man ocksa
den tredje vinkeln. Da anvénder vi det just bevisade fallet VSV. Satsen om vinkelsumman
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beror pa parallellaxiomet. Utan parallellaxiomet kan vi resonera pa foljande sétt. Sétt av AD
som forut. Vi far nu ZADB = /ACB. Enligt en annan sats, som visas senare, om likbeldgna
vinklar, dr nu linjerna DB och CB parallella, i motsats till att de bada gar genom punkten
B. Darfor ar punkten D &r samma som punkten C. 0

En likbent triangel dr en triangel med tva lika langa sidor. Den tredje sidan kallas for bas,
en beteckning som passar till foljande satt att rita en likbent triangel.

C

Sats 5 (Basvinkelsatsen). Om tva sidor i en triangel dr lika langa, sa dr motstaende
vinklar lika stora.

Bevis. Antag att |[AC| = |BC| i triangeln AABC. Da ér triangeln AABC kongruent med
triangeln ABAC, eftersom |AC| = |BC|, ZC = ZC och |BC| = |AC| (SVS). Detta ger att
LA /B. U

Som 6vning ldmnas att visa omvéndningen med hjéilp av tredje kongruensfallet:

Sats 6. Om i en triangel tva vinklar dr lika stora, sa dr motstaende sidor lika stora.

Av dessa satser foljer att i en triangel géiller att alla sidor ar lika langa om och endast om alla
vinklar dr lika stora. En sddan triangel kallas liksidig.

Bevis (SSS). Lat AABC och AA'B'C’ ha lika stora sidor. Vi konstruerar med bas AB en
triangel AABD som #r kongruent med AA'B'C’. Vi sitter av vinkeln /BAD = /B'A'C’
pa andra sidan om linjen AB mot punkten C' (Axiom 3) och viljer pa vinkelbenet punkten
D med |AD| = |A'/C’'| (Axiom 2). Da &r enligt SVS (Axiom 4) AABD = ANA'B'C’. Vi drar
linjen DC.

Det finns nu olika fall, beroende pa existensen av en skdrningspunkt for strickorna AB och
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CD (se figur; fallet dir C'D gar genom B #r enkelt, och ldmnas at ldsaren).

C C

D D

Triangeln AACD ér likbent, eftersom |AC| = |A'C’| = |AD|. Déarfor é&r LZACD = LADC
(basvinkelsatsen). Aven ABCD ir likbent, eftersom |BC| = |B'C’| och |B'C’'| = |BD|
(AABD = NA'B'C). Sa ZBCD = ZBDC. 1 den forsta figuren dr vinkeln ZAC'B sum-
man av vinklarna ZACD och ZBCD, och vinkeln ZADB summan av vinklarna ZADC' och
/BDC, medan i den andra &r vinklarna skillnaden. I bada fallen foljer att LACB = ZADB.
Med forsta kongruensfallet far vi nu att AABC = AABD = NA'B'C’. O

Léagg mérke till att SSV inte ar ett kongruensfall.

5. Vinklar

Om tva linjer AB och CD skér varandra i en punkt P, uppstar fyra vinklar. Ett par av dessa
som inte har nagot gemensamt vinkelben kallas vertikalvinklar eller motsatta vinklar.
I figuren &r LAPC och ZDPB motsatta vinklar. Vinklar med gemensamt vinkelben, som
/APC och Z/CPB, ar sidovinklar. Motsatta vinklar &r lika stora eftersom de har gemensam

sidovinkel.
B C

D A

En vinkel som &r kongruent med sin sidovinkel kallas rat. En vinkel som &r mindre &n rét
kallas spetsig, och en som ér storre kallas trubbig.

En linje som skér tva ¢vriga linjer kallas en transversal till dessa. Tva vinklar, en vid vardera
av de tva linjerna, kallas likbeldigna, om de ligger pa samma sida om transversalen, och pa
samma sida om respektive linje, i figuren t ex ZAPF och ZCQF. Den ena vinkeln ligger
helt i den andras vinkelfalt. Om vi ersétter en av vinklarna med dess motsatta vinkel far vi
alternatvinklar. Tva vinklar &r alternatvinklar om deras vinkelfilt &r disjunkta, i figuren t
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ex ZAPQ och ZPQD.

Sats 7. Om tva alternatvinklar dr lika stora, sa dr linjerna parallella.

Bevis. Lat alternatvinklarna ZABC och ZBAD vara lika stora, men antag att linjerna skér
varandra i punkten C' (se figur; vi skall visa att detta dr omojligt — det gar inte att rita en
figur utan att fuska). Sitt av punkten D pa linjen AC pa andra sidan om A mot C, sadan att
|AD| = |BC]|, och dra BD. Da ar AABC = ABAD, ty |AD| = |BC|, ZABC = Z/BAD och
strickan AB &r gemensam. Detta ger att /BAC = ZABD. Vinklarna ZABC och ZABD
tillsammans &r lika stora som ZBAD och ZBAC tillsammans, ndmligen 180°. Detta betyder
att D ligger pa linjen BC. Genom D och C gar alltsa tva olika linjer, vilket &r omdojligt.
Dérfor existerar inte nagon skérningspunkt. g

Sats 8. Om tva parallella linjer skdrs av en tredje linje, sa dr alternatvinklarna lika stora.

Bevis. Lat [ och m vara parallella linjer och 1at P vara m:s skarningspunkt med transversalen.
Dra en linje m’ genom P sadan att alternatvinklarna ér lika. Enligt den foregaende satsen ér
m/ parallell med [. Enligt parallellaxiomet finns det bara en parallell genom P, sa m och m/
sammanfaller, och alternatvinklarna fér [ och m &r lika stora. O

Foljdsats 9. Twa linjer dr parallella om och endast om likbeldgna vinklar vid skdrning med
en tredje linje dr lika stora.

Sats 10. Vinkelsumman i en triangel dr 180°.



Konstruktioner med passare och linjal 13

D J/ E

A B

Bevis. Dra en linje DE genom hornet C parallell med basen AB i triangeln AABC. Alter-
natvinklarna ZABC och ZBCE iér lika stora, liksom alternatvinklarna ZBAC och ZACD.
Vinkelsumman &r diarmed lika stor som summan av vinklarna Z/DCA, ZACB och £/BCE,
som &r 180°. ]

En yttervinkel till en triangel &r en sidovinkel till en av de vinklarna i triangeln.

Foljdsats 11 (Yttervinkelsatsen). En yttervinkel till en triangel dr lika med summan av
de motstaende innervinklarna.

Bevis. Sidovinkeln vid B ér lika stor som alternatvinkel ZBC D, som &r summan av ZC' och
LA. d

6. Konstruktioner med passare och linjal

Méngden av alla punkter P, som har samma avstand till en given punkt M, kallas for cirkel;
M &r medelpunkten, och varje stricka M P &r en radie. Man séger ocksa radie for strickans
léngd.

En cirkel med medelpunkt M och radie M P ritas med en passare. Att kunna gora detta &r
Euklides’ tredje postulat, medan det forsta postulatet verkstéllas med en ograderad linjal. I
princip ska man anvianda en kollapsande passare, som slar ihop néir den limnar pappret, men
man far samma konstruktioner som med en vanlig, styv passare, som behaller utslaget nir
den lyfts upp ur pappret. Den intresserade ldsaren kan hitta beviset hos Euklides, Proposition
I.2.

Vi tittar nu pa nagra konstruktionsuppgifter. Man skall inte bara ange konstruktionen, men
ocksa visa att den verkligen l6ser problemet.

Problem 1. Givet en vinkel ZBAC' och en strale ITE), konstruera pa en given sida av linjen
DFE en vinkel ZEDF som dr kongruent med den givna vinkeln /BAC.

Konstruktion. Dra en cirkel om A, som skiir stralen AB i B’ och AC i C". Dra en halveirkel
om D pa den givna sidan av linjen DFE med radie | AB’| och lat E’ vara skéirningspunkten med
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stralen DE. Bestim nu skdrningspunkten F' av cirkeln om D med cirkeln med medelpunkt
E’ och radie |B’C’|. Dra stralen DF'.

E/
Cl

A B’ D

Vinkeln EDF &r den sokta vinkeln. Trianglarna AAB'C’ och ADE'F ér likbenta med |[AB'| =

|AC'| = |DE'| = |DF| enligt konstruktion. Vidare dr |B'C’| = |E'F|, sa ANAB'C' 2% ADE'F
(SSS). Detta ger att /ZBAC = /EDF. O

Problem 2. Att dela en strdcka mitt itu.

D

Konstruktion. Lat AB vara den givna striackan. Dra cirklarna med medelpunkt A, radie
AB och med medelpunkt B, radie BA. Dessa tva cirklar skir varandra i punkterna C och
D (for att visa detta behdvs axiom 6). Dra nu C'D, som skéir AB i punkten M. Trianglarna
ANABC och AABD ir liksidiga. Trianglarna ABC'D och AAC'D &r nu kongruenta enligt SSS.
Dérmed &r /BCD = ZACD. Enligt SVS ar ABCM =2 NACM. Dérfor &r M mittpunkten
pa AB. Vidare ér vinkeln ZAMC kongruent med sidovinkeln ZBMC', och ddrmed rét. Linjen
MC &r mittpunktsnormal. O

Problem 3. Givet en linje | och en punkt P, konstruera en linje genom P som dr vinkelrdt
mot l; en sadan linje kallas normal.

Konstruktion Lat ) vara en punkt pa andra sidan om [ mot P. Dra cirkeln med medel-
punkt P och radie PQ. Cirkeln skér [ i tva punkter A och B. Mittpunktsnormalen till AB,
konstruerad som ovan, dr den sockta linjen. O
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7. Area

Varje manghorning M i planet har en area, som betecknas med A(M). Det &r inte helt litt
att definiera arean, speciellt om man vill utvidga begreppet och kunna berdkna arean for
mera komplicerade figurer, som cirkel och ellips. Vi bara skissar definitionen hér. Vi borjar
med ett ritvinkligt koordinatsystem, och betraktar koordinatgittret (dér avstandet mellan
linjerna #r enhetslangden). Sen riknar vi antalet rutor som ligger helt inom figuren. Detta
ger ett heltal, som inte overstiger arean. Vi far en 6vre uppskattning for arean, genom att
rikna antalet rutor som behovs for att ticka figuren. Sen forfinar vi gittret genom att dela
enhetsstrickan i 10 delar. En enhetsruta delas upp i 100 mindre rutor. Vi réknar igen antalet
rutor inom figuren, och delar det med 100. Vi fortsétter med att dela upp. I varje steg far
vi tva decimaler mer for den undre och 6vre uppskattningen. Om bada uppskattningarna ger
samma tal, har vi hittat arean. Exemplet med cirkeln visar att man behover odndligt manga
rutor, som blir mindre och mindre. Detta giller redan for en snedstéalld kvadrat.

Det ar klart att foljande géller:

Al. Om vi delar upp en figur i mindre figurer, sa dr figurens area lika med summan av
delfigurernas areor.

Det dr mindre klart att var definition &r oberoende av valet av koordinatsystem. Antag att
vi har ett annat koordinatsystem. Vi flytter det forst horisontellt och sen vertikalt tills origo
sammanfaller med origo i det ursprungliga systemet. Da &ndras areor inte; inte heller om man
speglar i z-axeln. Det aterstar att se vad som hénder under en vridning.

Som figuren visar far man en axelparallell rektangel genom att translatera (parallellt med
axlarna) lampliga trianglar, alltsa utan att dndra den totala arean.

Tva figurer 4r kongruenta om och endast om man kan 6verféra den ena i den andra genom
en kombination av translationer, rotationer och speglingar. Dérfor géller

A2. Kongruenta figurer har samma area.

Arean av en rektangel vars sidor har langderna a och b &r ab. En héjd i en triangel &r en
normal genom ett horn till motstaende sida, eller dess forlingning (sidan kallas da for basen).
Arean av en triangel dr %hb, ddr h dr (lingden av) hojden och b (lingden av) basen. For
beviset hénvisas till vningarna.
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8. Likformighet

Tva trianglar 4r kongruenta om de har samma form och storlek. Om de bara har samma form,
men inte nédvindigtvis samma storlek, kallas de for likformiga. Den exakta definitionen &r:
tva trianglar AABC och AA’B'C’ ar likformiga, vilket betecknas med AABC ~ AA'B'C’,

om

|AB|  |AC| _ |BC]|
‘A’B" - ‘A’C’| - ‘B’C”’
LA~ /A, /B~/B, /0= /C.

C

C/

A B A’ B’
Forhallandet mellan sidorna kallas likformighetsskalan, eller langdskalan. Precis som fér kon-

gruens ricker det att vissa villkor &r uppfyllda. Motsvarande de tre kongruensfallen har vi tre
likformighetsfall:

Sats 12 (Forsta likformighetsfallet) (SVS). Om tva sidor i en triangel dr proportionella
mot tva sidor i en annan triangel och mellanliggande vinklar dr lika stora, sda dr trianglarna

likformiga. Om “;;‘—gll = % och ZA= /A", s¢ ir NABC ~ AA'B'C'.

Sats 13 (Andra likformighetsfallet) (SSS). Om sidorna i en triangel dr proportionella

mot sidorna i en annan triangel, sa dr trianglarna likformiga. Om ‘L’ég!‘ = dﬁg!' = I‘Jf’gll’ sa
ir NABC ~ NA'B'C".

Sats 14 (Tredje likformighetsfallet) (VVV). Om tva vinklar i en triangel dr lika stora
som motsvarande vinklar © en annan triangel, sa dr trianglarna likformiga. Om /A = /A’

och /B = /B, sa ir NABC ~ NA'B'C'.

For att bevisa dessa skall vi forst studera ett ofta forekommande fall av likformighet, som
uppstar nér en linje parallell med basen i en triangel skéir av en topptriangel.

C
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Sats 15 (Topptriangelsatsen). Varje topptriangel i en triangel ANABC' dr likformig med
triangeln NABC.

Bevis. Lat ADEC vara en topptriangel i AABC. Eftersom likbeldgna vinklar vid parallella
linjer ar lika stora, &r motsvarande vinklar i de bada trianglarna kongruenta. Vi maste visa
att vi har samma ldngdskala for alla tre paren av sidor.

C

A B

Vi drar diagonalerna AE och BD. Trianglarna AACE och ADCFE har sidan CE gemensam,
sé de har samma hdjd genom F mot baslinjen AC. Darfor &r forhallandet mellan areorna lika
med férhallandet mellan baserna:

|AC|  A(AACE)
|DC| — A(ADCE) -

Pa samma satt ar

|BC|  A(ABCD)
|[EC|  A(AECD)’

eftersom trianglarna ABC'D och AECD har samma héjd genom D mot baslinjen BC. Tri-
anglarna AABE och AABD har samma bas och samma hojd (avstandet mellan de parallella
linjerna AB och DE), sa de har samma area. Vi far AACE genom att ta bort AABE
fran den stora triangeln AABC, och ABCD genom att ta bort AABD fran AABC, sa
A(ANACFE) = A(ABCD). Diarmed ér

|AC|  A(AACE)  A(ABCD)  |BC|
|DC|  A(ADCE)  A(ADCE) — |EC|

Vi vill nu visa att detta férhallande &r ocksa lika med |AB|/|DE|. Det sista forhallandet &r
A(ANABE) /| A(ADEB) eftersom trianglarna AABE och ADE B har samma hojd (avstandet
mellan de parallella linjerna AB och DE). Vi betraktar nu bada trianglarna som trianglar
med bas BE. Triangeln ACEA har sidan AE gemensam med AABE, sa

|[EB|  A(AABE)
|ICE|  A(ACEA) "

Pa samma satt ar

|[EB|  A(ADEB)
|CE|  A(ADEC)
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Vi har genom att multiplicera och dela att
A(AMABE)  A(ADEB) A(ANABE)  A(ACFEA)

A(ACEA)  A(ADEC) A(ADEB) A(ADEC)
Men det sista forhallandet kanner vi till. Sa
|AB|  A(AABE) A(ACEA) |AC|
IDE|  A(ADEB) A(ADEC) |DC|’

O

Bevis for likformighetsfallen. Lat AABC och AA’B'C’ vara givna, och antag att |AB| >
|A’B’|. Vi viljer punkten D pa AB sa att |AD| = |A’B’| och drar DE parallell med BC.
Topptriangeln AADE ér nu likformig med AABC. For att visa att AABC ~ NAA'B'C’
riicker det nu att visa att AADFE #r kongruent med AA’B'C.

A

A/

B’ c’

B C

I fallet SVS vet vi att |A'C’| = |A'B'| - |AC|/|AB| = |AD| - |AC|/|AB| = |AE|, eftersom
|AD| = |A’'B'| och AADE ~ AABC. Eftersom vinklen /A dr gemensam, dr trianglarna
ANADE och AA'B'C’ kongruenta.

I fallet SSS far vi med samma resonemang att motsvarande sidor i trianglarna AADFE och
AA'B'C" ér lika stora, och vi tillimpar andra kongruensfallet.

I fallet VVV har vi vinkeln ZA dr gemensam, |[AD| = |A'B’| och ZADE = /B = /B’, sa
kongruens foljer av tredje kongruensfallet. O

Bisektrisen till en vinkel dr den strale som delar vinkeln mitt itu.

Sats 16 (Bisektrissatsen). Bisektrisen till en vinkel i en triangel delar motstaende sida i
delar som dr proportionella mot de dvriga sidorna.
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Satsen séger att % = %. Sidorna forekommer i trianglarna AACD och ABC D, som har
samma toppvinkel. Men trianglarna &r inte likformiga. Vi har hir ett exempel att SSV inte

ar ett likformighetsfall.

Bevis. Lat CD vara bisektrisen. Antag att vinkel ZCDB &r spetsig. Lat E vara punkten
pa CD sadan att ADBE &ar likbent. Da &r /DEB = /EDB och detsamma géller for

sidovinklarna: /BEC = ZADC' D ir AACD ~ ABCE och {5l = 5 = 1251, O

9. Pythagoras sats

Redan minst 1000 ar fére Pythagoras var satsen kind, bl a i Babylonien. Men troligen var
Pythagoras den forste som hittade ett bevis for formeln. Det finns manga bevis for satsen och
vi skall titta pa nagra av dem.

I en ratvinklig triangel kallas sidan som star mot den réita vinkeln for hypotenusa och de tva
ovriga sidorna kallas kateterna.

Sats 17 (Pythagoras sats). [ en rdtvinklig triangel dr kvadraten pa hypotenusan lika med
summan av kvadraterna pa kateterna.

Lat AABC vara en ratvinklig triangel. Om vi betecknar med ¢ ldngden av sidan som star
mot den rita vinkeln ZC, sa ¢ = |AB|, och om a = |BC|, b = |AC|, sa blir satsens pastaende
2 _ 2 2
¢ =a”+ b

Bevis. Dra i triangeln AABC héjden C'D fran C' mot hypotenusan.

C

A D B

Trianglarna AABC och AACD &r bada rétvinkliga och har vinkeln ZA gemensam. Enligt
tredje likformighetsfallet (VVV) &r nu AABC ~ AACD. Detta ger

|AC|  |AD|

= AC|?> = |AB||AD| .
AB| ~ JAC|’ |AC|* = |AB||AD|

Pa samma satt far vi fran AABC ~ ABCD att

|BC| |BD|

- 3 BC|?> = |AB||BD| .
AB| ~ [BO|’ sa |BC|* = |AB||BD|
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Eftersom |[AB| = |AD| + |BD| far vi genom addition
|BC|? +|AC|® = |AB||BD| + |AB||AD| = |AB|(|BD| + |AD|) = |AB|* .
U

Detta bevis dr kanske Pythagoras ursprungliga. Euklides ger ett annat bevis, som &r svart
att forsta om man ldser texten, men resonemanget dr faktiskt mycket vackert. Figuren visar
kvadraterna uppritade pa kateterna, och pa hypotenusan. Beviset gar ut pa att visa att
rektangeln ADGFE har samma area som kvadraten pa AC; detta ger |AC|? = |AB||AD|. Fran
rektangeln DBFG och kvadraten paA BC far vi pd samma siitt |BC|? = |AB||BD]|. Sjilva
beviset att areorna &r lika passar bra for en datoranimation.

E o F

Nista bevis kommer fran Indien. Bhaskara (f 1105 e Kr) drar féljande figur och bara séger
‘Se!’, utan att ens gora berikningen ¢? = 4%) +(a—b)?=a®+ b

Det finns saker att fundera 6ver. T ex, varfor dr halet i mitten en kvadrat?
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Omvindningen av Pythagoras sats géller ocksa: en triangel AABC med sidorna a, b och ¢, dér
a® +b? = ¢?, #r ratvinklig. Lat nimligen AA’B’C’ vara en ritvinklig triangel med kateter av
lingd a och b, da &r enligt Pythagoras hypotenusans léingd c och dérfor ir AABC = ANA'B'C’
(SSS), alltsa &r vinkeln ZC' rit.

10. Sinus- och cosinussats

For en spetsig vinkel med storlek « definieras sinus och cosinus med hjélp av en ritvinklig
triangel med vinkel a.

/& 0
b
Sinus for en vinkel dr kvoten av motstaende sida och hypotenusan:

) a
sina = —
c

Cosinus for en vinkel &r kvoten av nérliggande sida och hypotenusan:

coOsx = —
C

Lat P vara en punkt i forsta kvadranten pa enhetscirkeln, sa att vinkeln mellan stralen oP
och den positiva z-axeln dr a. Da &r (z,y) = (cos a,sin o) koordinaterna till P.

sinq |-

For en godtycklig vinkel o definierar vi nu cosa och sina som z- och y-koordinat for den
punkt P pa enhetscirkeln, som ligger pa stralen med vinkeln «, rdknad fran den positiva
z-axeln. Da giller cos(180° — ) = — cos och sin(180° — ) = sin . Observera att vi hér
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egentligen betraktar ett annat vinkelbegrepp. Vi tillater nu negativa vinklar, vinklar storre
an 180° och &ven storre &n 360°. Sadana vinklar kan tolkas som riktningsdndring.

Vi kan nu generalisera Pythagoras sats for en godtycklig triangel.

Sats 18 (Cosinussatsen). [ en triangel med sidolingder a, b och ¢ gdller

& =a®+b* —2abcos

ddr ~y dr storleken pa vinkeln, som star mot sidan c.

Bevis. Drag hojden mot sidan AC. Enligt Pythagoras far vi a®> = h? + a? cosy och dirmed

2 = h?2+ (b—acosy)? = h? + a%cos?y — 2abcosy + b> = a® + b — 2abcos~y. Fallen dir

triangeln har en trubbig vinkel, ldimnas som &vning. O
B

C b A

Sats 19 (Sinussatsen). I en triangel gdller

sina  sinf  sinvy

a b c

Bevis. Vi betraktar samma figur som foér cosinussatsen. Vi berdknar héjden h pa tva sétt
och far den till ¢sin @ = asin~y. Vi delar nu hoger- och vénsterledet med ac. O

. o1 .
Triangelns area ér 5absiny.

Vi visar nu Herons formel. Sétt s = (a+b+¢)/2 (s star for semiperimeter, halva omkretsen).

Sats 20. Arean for en triangel med sidolingder a, b och ¢ dr lika med

Vs(s —a)(s—Db)(s—c).

Bevis. Observera att s —a = (a+b+¢)/2 —a = (—a+ b+ ¢)/2. Ddrmed far vi
16s(s —a)(s—b)(s—c)=(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)la+b—c) =
((a+0) +c)((a+b) = c)(c—(a=b)(c+ (a—b) = ((a+b)?®—c*)(c? ~ (a—1b)?).

Nu anvinder vi cosinussatsen och far (a + b)? — ¢ = a? + 2ab + b* — (a? + b? — 2abcos ) =
2ab(1 + cos~y) och ¢? — (a — b)? = 2ab(1 — cos 7). Sa

165(s —a)(s — b)(s — ¢) = 4a*b*(1 4 cos¥)(1 — cos) = 4a*b*(1 — cos® ) = 4a*b*sin® y .

Pastaendet foljer, eftersom triangelns area &r %ab sin 7. O
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11. Mer om cirkeln

En linje skér en cirkel in hogst tva punkter. En linje som skér cirkeln bara i en punkt P kallas
tangent i P.

Sats 21. FEn linje | dr tangent till en cirkel i en punkt P om och endast | dr vinkelrdt mot
radien genom P.

Bevis. Antag att [ &dr vinkelrdt mot radien och att [ skér cirkeln i ytterligare en punkt Q.
Lat M vara cirkelns medelpunkt. Da dr triangeln APM@Q likbent och &r darfér en triangel
med tva rita vinklar, som dr omgjligt. Sa det finns bara en skdrningspunkt och linjen &r en
tangent.

Omvént, antag att en tangent [ i punkten P gor en vinkel mot radien som inte ar rat. Lat
M () vara normalen mot [ genom cirkelns medelpunkt M. Avsétt strickan QR =2 QP pa [ pa
andra sidan om @) mot P. D& ar sidovinkeln ZM QR kongruent med ZM Q P, eftersom vinkeln
ar rat. Sidan M@ ar gemensam, sa AMQP = AMQR. Da &r MP = MR och R ligger pa
cirkeln, i motsats till att det bara finns en skdrningspunkt. g

Lat P och @) vara tva ej diametrala punkter pa en cirkel med medelpunkt M. Vinkeln Z/PMQ
i triangeln APM (@ kallas for medelpunktsvinkel pa cirkelbagen PQ). Vinkeln /PAQ, dir A
ar en godtycklig punkt pa den andra cirkelbagen, kallas for periferivinkel.

Sats 22 (Periferivinkelsatsen). Medelpunktsvinkeln dr dubbelt sa stor som en periferivin-
kel pa samma bage.

B Q

Bevis. Drag diametern AB. Trianglarna APMA och AQMA é&r likbenta, s& ZMPA =
/ZMAP och ZMQA = Z/MAQ. Yttervinkeln ZPM B &r summan av basvinklarna i triangeln
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APMA, s& /PMB = 2-/PAM. Pa samma sétt ar ZQMB = 2 - ZQAM. Addition av
vinklar ger nu att /PMQ =2 - /PAQ. Om M inte ligger i vinkelfaltet for /PAQ far man
resultatet pa liknande séitt fast genom att subtrahera istéllet for addera. O

Satsens omvindning géller ocksa: antag att en punkt A’ ligger pa samma sida om PQ som
M och att vinkeln ZPA’Q #r hilften av medelpunktsvinkeln Z/PM@Q. Da maste A’ ligga pa
cirkeln. Minst en av linjerna PA’, QA’ skir cirkeln en gang till i samma halvplan. Lat A vara
den andra skirningspunkten av PA’ med cirkeln. Da ar enligt periferivinkelsatsen Z/PAQ
halva medelpunktsvinkeln och dirmed kongruent med ZPA’Q. Da giller APAQ = APA'Q
och A och A’ sammanfaller, d v s A’ ligger pa cirkeln.

Enligt var definition ar en vinkel alltid mindre &n 180°. Beviset for periferivinkelsatsen funge-
rar ocksa om PQ &r en diameter och dven om A ligger pa den storre cirkelbagen (da uppfattas
medelpunktsvinkeln som storre &n 180°). En periferivinkel &r rét om och endast om den star
pa en halv cirkelbage.

12. Speciella punkter i en triangel

Bisektrisen till en vinkel dr den linje eller strale som delar vinkeln mitt itu. En punkt i
vinkelns falt ligger pa bisektrisen om och endast om punkten har samma avstand till bada
vinkelbenen (att bevisa detta limnas som uppgift). Avstandet mellan punkten P och linjen I
betecknas som d(P, 1) och &r lingden av strickan PQ, didr @ &r fotpunkt till normalen till [
genom P.

Sats 23. De tre bisektriserna i en triangel skdr varandra i en punkt.

Bevis. 1 triangeln AABC dras bisektriserna till vinklarna /A och /B. Lat M vara deras

skdrningspunkt. Att M ligger pa vinkeln ZA:s bisektris innebér att d(M, AB) = d(M, AC).

Eftersom M ocksa ligger pa ZB:s bisektris giller dven att d(M, BA) = d(M, BC). Men da

ar d(M,CA) = d(M,CB) och dirmed ligger M pa ZC's bisektris. De tre bisektriserna skér

varandra i M. g
C

7

A B

Bisektrisernas skdrningspunkt dr medelpunkten for den i triangeln inskrivna cirkeln.



Speciella punkter i en triangel 25

Mittpunktsnormalen till en stricka AB &r normalen genom mittpunkten pa AB. Som
Ovning lamnas att visa att en punkt P ligger pa mittpunktsnormalen till strickan AB om och
endast om P ligger pa samma avstand fran A och B.

Sats 24. De tre mittpunktsnormalerna i en triangel skdr varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln AABC dras mittpunktsnormalerna till sidorna AB och BC. Lat M vara
deras skédrningspunkt. Att M ligger pa AB:s mittpunktsnormal innebér att |[MA| = |M B].
Eftersom M ocksa ligger pa BC's mittpunktsnormal géller &ven att |M B| = |MC|. Men da &r
|MA| = |MC| och ddrmed ligger M pa AC':s mittpunktsnormal. De tre mittpunktsnormalerna
skér varandra i M. O

Mittpunktsnormalernas skidrningspunkt dr medelpunkten for den till triangeln omskrivna cir-
keln.

En median i en triangel dr en stricka som sammanbinder ett hérn med mittpunkten pa
motstaende sida.

Sats 25. Medianerna till en triangel skdr varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln AABC dras medianerna AA’ och BB’, som skiir varandra i punkten M,
samt linjen B’A’, som sammanbinder mittpunkterna A’ pa BC och B’ pa AC. Triangeln
AABC ir likformig med AB’A'C enligt 1:a likformighetsfallet. Detta medfor att B’A’ &r



26 Euklidisk geometri

parallell med AB och att [AB|:|B’A'| =2:1.
C

B’ A

A B
Dirfor dr alternatvinklarna ZA’AB och ZAA’B’ lika stora, liksom alternatvinklarna ZABB’
och ZBB'A'. Si AABM ~ AA'B'M. Da giller att |[AM] : [A'M| = |AB| : |A'B/| = 2 : 1,
d v s medianen genom B skir medianen AA’ i punkten M som ligger pa avstandet %|AA’ |

fran A’. Pa samma sétt visas att medianen genom C' skir medianen AA’ i samma punkt M
pa avstéandet $|AA’| fran A’. De tre medianerna skéir varandra i M. O

Foljdsats 26. Medianerna delar varandra i forhallandet 2 : 1.

Medianernas skdrningspunkt kallas triangelns tyngdpunkt. Tyngdpunkten &r lika med tri-
angelns tyngdpunkt i fysikalisk mening.

En h6jd i en triangel &r en normal fran ett horn till motstaende sida eller dess forlangning

(nér ligger hojden utanfor triangeln?).

Sats 27. De tre hojderna i en triangel skdr varandra i en punkt.

B’ c A’

C/

Bevis. Dra B’A’ parallell med AB genom C, C'B’ parallell med BC genom A och A'C’
parallell med CA genom B. Da dar AABC = AA'CB eftersom ZABC och /BCA’ &r
alternatvinklar, liksom ZACB och ZCBA’, och strickan BC #r gemensam. Likadant ir
ACB'A= NABC =2 ABAC'. Dra nu héjden fran C. Den ér vinkelrit mot A'B’, ty A’B’ &r
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parallell med AB. Eftersom |B'C| = |AB| = |C' 4’| &r hojden genom C' ocksa mittpunktsnor-
mal pa B’A’. Hojderna i AABC dr mittpunktsnormalerna i A A’ B'C” och skiir dirfor varandra
i en punkt. 0

Konstruktionen av den inskrivna och omskrivna cirkeln finns redan hos Euklides, men héjder
och medianer inte. Att hojderna skér varandra i en punkt visades forst av Euler, liksom
foljande resultat.

Sats 28. [ en triangel ligger hdjdernas skirningspunkt, tyngdpunkten och den omskrivna cir-
kelns medelpunkt pa en linje (den s k Eulerlinje).

C
H
N\ 0
M |
A o B

Bevis. Drai triangeln AABC héjden mot AB och medianen CC’ fran C' och mittpunktsnor-
malen pa AB. Lat H vara skdrningspunkten mellan hgjden och linjen OT genom tyngdpunk-
ten T' och den omskrivna cirkelns medelpunkt O. Da dr ZHCC' = ZCC'O (alternatvinklar)
och ZCTH = ZOTC’ (motsatta vinklar). Trianglarna ACTH och AC'TO ir likformiga med
|HT| : |OT| = |CT| : |TC'| =2 : 1. Hojden fran C gar saledes genom en bestémd punkt (H)
pa linjen OT. De tva andra hojderna gar ocksa genom H, som ar ddrmed hoéjdernas skér-
ningspunkt. (Detta visar igen att hdjderna skér varandra i en punkt.)

O
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e Reduce visual clutter and—what is not quite the
same thing—eliminate distraction. Put in only
what the diagram really needs to make its
point. Tone down components that just add
context.

e Highlight components that are central to the
current discussion. If necessary, repeat a
diagram several times, but with different
components emphasized. This is a variant of
what Tufte calls small multiples.

o The figures themselves should tell a story.
Coordination between text and illustration is
surprisingly tricky, and ideally the two should
be as independent of each other as possible.
Movies handle this problem with audio, but
that approach is not an easy option yet for
mathematics, nor is it easy to think about how
to deal with it even if it were. Most of us are
still restricted to making silent films.

» Itis rare for there to be too many illustrations
in a mathematics paper. Keep in mind that
illustrations can serve a number of distinct
purposes—for example, I find that I can often
tell better what a paper with plentiful illus-
trations is about by skimming diagrams rather
than by reading text. Pictures can often be
read rapidly, and adding more should always
be taken as a serious option.

» In drawing figures, think out how the mater-
ial would be presented in spoken discourse.
Draw pictures that follow the same narrative,
even if this means a fair amount of repetition.
Computers can help in dealing with this sort
of repetition.

e Ask constantly whether the figures really
convey the point they are meant to. Redo them
if necessary. Figures should be redrawn, as
text is rewritten, until they are right.

e Use imagination. Sometimes very small and
subtle changes in a figure will have an enor-
mous impact. Experimenting will help.

e Do not depend often on pictures to make a
point. People's interpretations of figures
vary unpredictably, as indeed thousands of
psychological experiments show. Always try
out a figure on a number of people just to see
how it goes over.

Let me try to explain a few of these points
with an elementary example. It might be objected
that it is too elementary to be of much use, but
I find that it is unusual enough to generate
heated discussion, even with rather sophisticated
mathematicians.

The traditional figure for Pythagoras’s Theo-
rem from Euclid is Figure 4. It matches perfectly
with the text in Euclid, and it or some slight
variant is still used frequently in explaining Euclid’s
proof of Pythagoras’s Theorem. It is less frequently
admired. I think it is fair to say that the traditional
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way in which Euclid’s proof is presented and the
figure that accompanies it disguise its charms.

As I suggested earlier by the remarks about co-
ordination of pictures and text, the scheme that
Euclid himself uses is rarely the best way to explain
his proofs, except for historical purposes. In a
course incorporating both computer graphics and
geometry that [ give frequently to third-year uni-
versity students, I usually start off with a dis-
cussion of shears, particularly about how they
preserve area. Superficially simple as this
topicis, it can lead to many graphical images ¥
and can also lead to very subtle points
about Euclid’s concept of area and
Hilbert's improvements of Euclid's
logical structure. Then follows
a sequence of figures again sug-
gesting animation (Figure 5). F
It is measurably much better B
than following Euclid, in the
sense that as far as I can tell no stu- |
dent has ever forgotten it, once ex-
plained. Here is certainly a place
where a computer made it very

simple to make redundant calcu- D L E
lations trivial and where the diffi- ]

culty of making repetitions by Figure 4. Traditional picture
for proving Pythagoras's
Theorem.

hand would have been inhibitive.

Figure 5. Animation for proving Pythagaras's Theorem.
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