
Euklidisk geometri

Geometri är en av de äldsta vetenskaperna. Många resultat var redan bekanta i de egyptiska,
babyloniska och kinesiska kulturerna. Själva ordet geometri kommer fr̊an grekiska och betyder
landmätning. Ursprungligen var geometrin en samling regler för att lösa praktiska problem.
Det var först de gamla grekerna, med bl a Thales och Pythagoras, som gjorde geometrin
till en vetenskap p̊a deduktiva grunder, där p̊ast̊aenden bevisas genom logiska resonemang.
Kunskaperna samlades av Euklides i hans ”Elementa”.

Euklides var en grekisk matematiker utbildad vid den Platonska Akademien i Aten och verk-
sam i Alexandria ca 300 f Kr. Han publicerade sitt verk i 13 volymer som huvudsakligen ägnas
just åt geometri, men ocks̊a inneh̊aller flera aritmetiska resultat (t ex beviset att det finns
oändligt m̊anga primtal). Euklides försökte bygga upp en konsekvent deduktiv matematisk
teori – ett antal klara förutsättningar om punkter, linjer och plan skulle kunna användas som
utg̊angspunkt till att med hjälp av logiska resonemang härleda olika egenskaper hos geometris-
ka figurer. Dessa förutsättningar – den euklidiska geometrins ”spelregler”– kallas axiom eller
postulat och gäller s̊a kallade primitiva begrepp som punkter, linjer och plan samt vissa
enkla geometriska figurer (som t ex sträckor och cirklar). Med utg̊angspunkt fr̊an axiomen
härledde Euklides olika egenskaper hos geometriska figurer.

Euklides böcker betraktades under flera hundra år som ett mönster för hur vetenskapliga
teorier borde formas. De användes som skolläroböcker s̊a sent som i slutet av 1800–talet.
En noggrann och kritisk analys av Euklides text visade d̊a p̊a en del brister i hans teori
vars framställning modifierades n̊agot (av bl a David Hilbert), men Euklides huvudidé lever
kvar – hela matematikens uppbyggnad följer samma deduktiva principer som den euklidiska
geometrins. Det har skrivits tusentals läroböcker i geometri som under en l̊ang tid var en av de
viktigaste delarna i skolmatematiken. P̊a 1960–talet försökte man modernisera presentationen
av euklidisk geometri i skolan. Reformen var inte förberedd ordentligt vare sig när det gällde
lämpliga läroböcker eller lärarnas fortbildning. Detta ledde till att den euklidiska geometrin
nästan försvann fr̊an kursplanerna. Men geometrin har kommit tillbaka. Geometrin är en
mycket viktig del av v̊art vardagliga liv – en modell av geometriska former som vi finner i v̊ar
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omgivning. Kunskaper om enkla geometriska figurer är lika viktiga som kunskaper om t ex
talsystem och m̊aste betraktas som en mycket viktig del av allmänbildningen. Geometrin är
mycket mera intuitiv och lättare att först̊a än t ex en del egenskaper hos talsystem. Man m̊aste
dock medge att en sträng uppbyggnad av euklidisk geometri är relativt komplicerad och att
det finns mycket enklare exempel p̊a matematiska teorier som ger en klarare uppfattning om
hur en axiomatisk teori fungerar. Tyvärr förpassades euklidisk geometri fr̊an skolmatematiken
nästan fullständigt och ersattes d̊a inte med n̊agot annat som kunde tillgodose behovet av ett
bra exempel p̊a hur man kan utveckla en riktig matematisk teori (en matematisk modell) för
att studera v̊ar omgivning.

1. Euklides Elementa

Euklides börjar första boken av sina Elementa med 23 definitioner. Vissa av dem skall ge
en visuell föreställning hos läsaren av grundläggande begrepp som punkt och linje. Euklides
förklarar att en punkt är n̊agot som inte kan delas. En punkt är allts̊a en geometrisk atom.
Detta är kanske en tilltalande analogi, men har ingen abstrakt matematisk betydelse. Samma
sak gäller för linje: en linje är en längd utan bredd. En linjes ändar är punkter. En rät linje
är en linje som ligger jämnt mellan punkterna p̊a densamma. Ordet sträcka förekommer inte
hos Euklides, han talar om en begränsad rät linje. Andra definitioner har matematisk inneh̊all,
som används senare, t ex: en cirkel är en plan figur, som inneslutes av en linje, s̊a att alla
räta linjer, som fr̊an en viss punkt i figuren faller p̊a den, är lika stora. Sista definitionen är:
parallella räta linjer är räta linjer som, om de utdrags i bägge riktningar, aldrig möts.

Efter definitionerna följer grundsatserna, som indelas av Euklides i postulat, som är specifika
för geometrin, och allmänna grundsatser. Det finns fem postulat:

1. Det fordras att man kan dra en rät linje fr̊an en punkt till en annan.

2. Att varje begränsad rät linje kan förlängas obegränsat.

3. Att man kring varje punkt kan beskriva en cirkel med given radie.

4. Att alla räta vinklar är lika med varandra.

5. När en rät linje skär tv̊a räta linjer, och de b̊ada inre vinklarna p̊a samma sida om den
skärande räta linjen är mindre än tv̊a räta vinklar, s̊a kommer de b̊ada räta linjerna,
om de förlängas obegränsat, att skära varandra p̊a den sida om den skärande räta linjen
som de tv̊a inre vinklarna ligger.

De allmänna grundsatserna är:

1. De, som är lika med ett och samma, är ocks̊a lika med varandra.

2. Om lika adderas till lika, är de hela lika.



Parallellpostulatet 3

3. Om lika subtraheras fr̊an lika, är resterna lika.

4. De, som täcker varandra, är lika med varandra.

5. Det hela är större än delen.

Därefter utvecklar Euklides geometrin. Många kända resultat förekommer redan i den första
boken: t ex, att vinkelsumman i en triangel är 180◦ (I.32) och Pythagoras sats (I.47). Men
hela verket best̊ar av tretton böcker, varav det sista handlar om de fem regelbundna Platonska
kroppar.

Stilen är en torr uppräkning av propositioner och bevis, utan vidare förklaringar. Bevisen
grundas p̊a postulaten, grundsatserna och tidigare bevisade propositioner. Som exempel ger
vi första propositionen:

Proposition I.1. Att p̊a en given sträcka konstruera en liksidig triangel.

Bevis. L̊at AB vara den givna sträckan. Rita med medelpunkt A och radie AB cirkeln
BCD genom B (postulat 3), tag sedan B till medelpunkt och BA till radie och rita cirkeln
ACE (postulat 3). Fr̊an cirklarnas skärningspunkt C dra linjerna CA och CB (postulat
1). Eftersom punkten A är medelpunkt till cirkeln CDB är AC lika stor som AB (cirkelns
definition). Igen, eftersom punkten B är medelpunkt till cirkeln CAE är BC lika stor som
BA (cirkelns definition). S̊aledes är CA och CB lika stora som en och samma sträcka AB,
varav följer att CA är lika stor som CB (grundsats 1). Därför är de tre sträckorna CA, AB
och BC lika stora. Allts̊a är triangeln ABC liksidig, och den har konstruerats p̊a den givna
sträckan AB.
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2. Parallellpostulatet

Parallellpostulatet i Euklides fattning är kr̊angligt, i motsats till övriga postulat, som inneh̊al-
ler enkla och självklara geometriska antaganden. Dessutom undviker Euklides s̊a l̊angt som
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möjligt (till I.29) att använda det. Det förv̊anar därför inte att försöken att bevisa axiomet
är nästan s̊a gamla som Euklides Elementa själva. I en svensk skolbok fr̊an 1800-talet (De
sex första böckerna af Euclidis Elementa jämte planimetri och stereometri, utgifne av P.R.
Brakenhielm, Örebro 1844) läser vi:

Detta axiom, som i sjelfva verket är en proposition, bevisas framdeles; d̊a vi i stället antage,

s̊asom af sig sjelft klart, att

Tvänne räta lineer, som skära hvarandra kunna ej b̊ada vara parallela med en och samma

tredje linea.

Här antas explicit ett annat axiom, som i själva verket är ekvivalent med parallellaxiomet.
Andra föreslagna ”bevis” visade sig inneh̊alla implicita antaganden, som ocks̊a är ekvivalenta
med parallellaxiomet.

Det tog mer än 2000 år innan n̊agra matematiker (nästan samtidigt, och oberoende av varand-
ra) fattade att alla försök missade m̊alet, eftersom m̊alet inte alls fanns. Det g̊ar att bygga
en geometri (s k hyperbolisk geometri) p̊a de första fyra postulaten, där det finns oändligt
m̊anga paralleller till varje linje. Det tog l̊ang tid innan detta förstods och accepterades, ef-
tersom detta strider s̊a uppenbarligen mot v̊ar geometriska intuition. Den första upptäckaren
var den stora tyska matematikern Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Just för att undvika alla
negativa reaktioner av en omgivning, som inte var mogen för dessa kunskaper, publicerade han
ingenting om detta. De tv̊a matematiker, som oberoende av varandra skrev om icke-euklidisk
geometri, N.I. Lobatjevski (1793-1856) i Kazan i Ryssland, och den ungerska matematikern
János Bolyai (1802-1860), fick i deras livstid ingen uppskattning för deras verk. Speciellt Bo-
lyais öde är tragiskt. Fadern Farkas Bolyai kände Gauss fr̊an studietiden, och skickade honom
János publikation. Gauss svarade: ”att berömma arbetet betyder att berömma mig själv”,
eftersom han hade tänkt ut samma saker redan tidigare. János tog det mycket illa.

Det dröjde till 1860-talet innan bredare matematiska kretsar började uppmärksamma och
först̊a Lobatjevskis och Bolyais geniala prestationer. En viktig roll spelade att man kunde
tolka den hyperboliska geometrin inom den vanliga euklidiska geometrin. Vi betraktar en
cirkel med radie 1 i planet, och tar medelpunkten som origo. Bara punkterna innanför cirkeln
tillhör det hyperboliska planet. Den delen av en euklidisk linje som ligger inom cirkeln, allts̊a
en korda utan sina ändpunkter, är en hyperbolisk linje. Vad som skiljer sig är avst̊andet —
den hyperboliska linjen skall vara oändligt l̊ang. Vi ger inte den allmänna formeln, men nöjer
oss med att den hyperboliska radien för en cirkel med medelpunkt origo och euklidisk radie
r är 1

2
ln 1+r

1−r
. Tv̊a sträckor är kongruenta om de är lika l̊anga. Man kan visa att alla axiom

gäller med undantag av parallellaxiomet. Figuren visar att det finns fler än en parallell genom
en punkt. Alla linjer genom P mellan de tv̊a som skär l p̊a randcirkeln (dvs utanför det
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hyperboliska planet) är parallella med l.
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Upptäckten av de nya geometrierna har lett till en omvärdering av matematikens roll. Geo-
metrin är inte en avbild av verkligheten, men tillh̊aller olika teorier, och för att beskriva
verkligheten väljer man den som passar bäst. Dessa teorier byggs strängt logiskt upp, utan
hänsyn till omvärlden. Man m̊aste utg̊a fr̊an vissa primitiva begrepp. Alla relationer mellan
begreppen m̊aste regleras genom axiom. Vi f̊ar inte l̊ata oss ledas av vara intuitiva föreställ-
ningar. Som Hilbert n̊agon g̊ang uttryckte det: Man m̊aste alltid kunna säga ”bord, stolar,
ölsejdlar” i stället för ”punkter, linjer, plan”. Ett av Hilberts axiom lyder med dessa ord:

Av tre bord vid en stol st̊ar precis ett mellan de tv̊a andra.

Detta l̊ater inte alls s̊a självklart som

Av tre punkter p̊a en linje ligger precis en mellan de tv̊a andra.

Men naturligtvis skall den axiomatiskt uppbyggda geometrin kunna användas för att beskriva
omvärlden. Därför skall den överensstämma med v̊ar intuition, som ocks̊a ger ledtr̊adar vilka
satser som kan vara sanna. Vi fortsätter allts̊a att tala om punkter, linjer och plan. Det skulle
ta för l̊ang tid att ge en konsekvent axiomatisk framställning, och därför utelämnar vi alla
axiom, vilka som exemplet ovan handlar om relativa positioner, och ger bara de axiom som
motsvarar Euklides postulat.

3. Axiom och primitiva begrepp

Vi utg̊ar fr̊an de primitiva begreppen punkt (som vi betecknar med stora bokstäver) och
linje (sm̊a bokstäver). Man sammanbinder punkter och linjer med begreppet incidens: om
en punkt P är incident med en linje l, säger vi att P ligger p̊a l, eller att l g̊ar genom P . En
punkt P kan ligga mellan punkter A och B.
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Axiom 1. Genom tv̊a olika punkter g̊ar precis en linje.

Sats 1. Tv̊a olika linjer har högst en gemensam punkt.

Bevis. Antag att de tv̊a olika punkterna A och B ligger p̊a tv̊a olika linjer l och m. Enligt
Axiom 1 finns det bara en linje genom A och B, s̊a l och m sammanfaller och är inte olika
linjer. ¤

Om tv̊a linjer har en gemensam punkt kallas den för linjernas skärningspunkt. Tv̊a olika linjer
är parallella om de inte skär varandra.

L̊at A och B vara tv̊a punkter p̊a en linje l. Mängden av alla punkter p̊a l som ligger mellan A
och B (inklusive A och B själva) kallas sträckan AB, och A och B är sträckans ändpunkter.
Tv̊a sträckor är lika om de är samma mängd. Vi skiljer allts̊a inte mellan sträckorna AB
och BA. Mängden av alla punkter p̊a l som ligger p̊a samma sida om A (inklusive A) kallas
en str̊ale fr̊an (eller med utg̊angspunkt i) A. Punkten A delar linjen i tv̊a motsatta str̊alar.
Den som inneh̊aller punkten B kallas str̊alen

−−→
AB. Om en tredje punkt C ligger p̊a

−−→
AB, s̊a

är
−−→
AB =

−→
AC. Vi kan ocks̊a skriva ~l om utg̊angspunkten och riktning framg̊ar fr̊an texten.

En korrekt beteckning för linjen genom A och B är
←→
AB, men vi följer traditionen och talar

om linjen AB. Att vi använder samma beteckning för en sträcka som för en linje kommer
förhoppningsvis inte orsaka oklarheter.

Det finns en relation mellan sträckor som betecknas med ordet kongruent. Vi skriver AB ∼=
CD. Vi säger ocks̊a att sträckorna ar lika stora. Vi kommer att införa ett längdm̊att för
sträckor, och sträckan AB:s längd betecknas som |AB|. Vi har d̊a att AB ∼= CD om och
endast om |AB| = |CD|. Detta visar att kongruens är en ekvivalensrelation (i själva verket
ing̊ar p̊ast̊aendet i de utelämnade axiomen).

Axiom 2. Givet en sträcka AB och en str̊ale fr̊an en punkt C s̊a finns det en unik punkt D
p̊a str̊alen s̊adan att sträckan CD är kongruent med sträckan AB.

½
½
½
½
½½

r

r r

r

A

B

C
D

En vinkel definieras som ett par str̊alar med samma utg̊angspunkt. Str̊alarna kallas vinkelben,
och utg̊angspunkten vinkelns spets. L̊at allts̊a ~l och ~m vara tv̊a (ej motsatta) str̊alar med
samma utg̊angspunkt. Str̊alen ~l ligger p̊a linjen l, och ~m p̊a m. Linjen l delar planet i tv̊a
halvplan, och str̊alen ~m ligger i ett av dem; likadant ligger ~l i ett av de av m bestämda
halvplanen. Alla punkter, som samtidigt ligger p̊a samma sida om l som ~m och p̊a samma
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sida om m som ~l, bildar vinkelns vinkelfält.
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Vi betecknar vinkeln med ∠(~l, ~m), eller om str̊alarna är
−−→
AB och

−→
AC, med ∠BAC. Om det inte

kan uppst̊a missförst̊and, skriver man ibland ∠A. Enligt v̊ar definition är ∠BAC = ∠CAB.

Ocks̊a vinklar kan vara kongruenta, med beteckning ∠BAC ∼= ∠A′B′C ′. Vi säger d̊a att
vinklarna är lika stora. Som m̊att p̊a vinkelns storlek skall vi använda vanliga grader. T ex är
storleken av en rät vinkel 90◦. Vi skriver (∠A)◦ för storleken av vinkeln ∠A.

Axiom 3. Givet en vinkel ∠BAC och en str̊ale
−−→
DE s̊a existerar det en unik str̊ale

−−→
DF p̊a

en given sida om linjen DE s̊adan att ∠EDF ∼= ∠BAC.

Tre punkter A, B, C, som inte ligger p̊a en och samma linje, bildar en triangel. De givna
punkterna kallas triangelns hörn, och sträckorna mellan hörnen kallas triangelns sidor. Vi
betecknar triangeln med4ABC. Trianglar är kongruenta, om de har samma form och storlek,
s̊a att de täcker varandra, när den ena läggs p̊a den andra. Att lägga en triangel p̊a en annan
använder Euklides i beviset för första kongruensfallet (I.4), men inte p̊a andra ställen. Han
gillar tydligen inte argumentet, men använder det i brist p̊a bättre. I själva verket har vi här
en grundläggande egenskap av det euklidiska rummet: ett förem̊als form och storlek ändras
inte om man förflyttar det. I m̊anga framställningar tas detta som axiom. I Euklides ande
till̊ater vi inte rörelse i geometri, men tar i stället helt enkelt propositionen som axiom.

Axiom 4. Om i tv̊a trianglar 4ABC och 4A′B′C ′ gäller att AB ∼= A′B′, AC ∼= A′C ′ och

∠A ∼= ∠A′, s̊a är ocks̊a BC ∼= B′C, ∠B ∼= ∠B′ och ∠C ∼= ∠C ′.

Parallellaxiomet formuleras vanligtvis p̊a följande sätt.

Axiom 5. Genom en punkt utanför en given linje g̊ar precis en linje parallell med den givna.

För att definiera längd behöver vi en godtycklig sträcka PQ som enhetsträcka. Vi f̊ar en
längdskala om vi avtalar att kongruenta sträckor har samma längd och att om B ligger p̊a
sträckan AC, d v s B ligger mellan A och C, s̊a är |AB|+ |BC| = |AC|.
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Axiom 6. (Fullständighetsaxiomet) L̊at AB vara enhetsträckan p̊a en str̊ale
−−→
AB. D̊a är

str̊alen i bijektion med de icke-negativa reella talen p̊a s̊adant sätt att talet som motsvarar en

punkt C är längden |AC|.

Detta axiom saknas helt och h̊allet i Euklides, men att det behövs, syns p̊a följande sätt. Vi kan
införa kartesiska koordinater i planet. Vi uppfyller alla axiom utom fullständighetsaxiomet,
om vi bara till̊ater rationella tal som koordinater. Men d̊a skär cirklarna i Euklides Proposition
I.1 varandra inte: med A som origo och |AB| = 2 är C punkten med koordinater (1,

√
3).

4. Kongruens av trianglar

Tv̊a trianglar 4ABC och 4A′B′C ′ kallas kongruenta, om motsvarande sidor och vinklar är
kongruenta:

|BC| = |B′C ′| , |AC| = |A′C ′| , |AB| = |A′B′| ,
∠A ∼= ∠A′ , ∠B ∼= ∠B′ , ∠C ∼= ∠C ′ .

I beteckningen 4ABC ∼= 4A′B′C ′ ing̊ar att hörnet A motsvarar A′, B motsvarar B′ och C
motsvarar C ′. Definitionen inneh̊aller sex villkor, men det räcker med att tre av dem (i vissa
kombinationer) är uppfyllda.

Sats 2 (Första kongruensfallet). Trianglar, som överensstämmer i tv̊a sidor och mellan-

liggande vinkel, är kongruenta.

¡
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¡
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¡
¡
¡
¡
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A
A

A′ B′

C ′

Om |AB| = |A′B′|, |AC| = |A′C ′| och ∠A ∼= ∠A′, s̊a är 4ABC ∼= 4A′B′C ′.

Sats 3 (Andra kongruensfallet). Trianglar, som överensstämmer i alla tre sidorna, är

kongruenta.
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Om |AB| = |A′B′|, |AC| = |A′C ′| och |BC| = |B′C ′|, s̊a är 4ABC ∼= 4A′B′C ′.
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Sats 4 (Tredje kongruensfallet). Trianglar, som överensstämmer i tv̊a vinklar och en si-

da, är kongruenta.
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Om |AB| = |A′B′|, ∠A ∼= ∠A′ och ∠B ∼= ∠B′, s̊a är 4ABC ∼= 4A′B′C ′.
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Om |AB| = |A′B′|, ∠A ∼= ∠A′, och ∠C ∼= ∠C ′, s̊a är 4ABC ∼= 4A′B′C ′.

För att lättare komma ih̊ag kongruensfallen benämns de ocks̊a efter villkoren. Det första är
fallet ‘SVS’ (sida–vinkel–sida), det andra ‘SSS’ och det tredje ‘VSV’, respektive ‘SVV’.

Det första kongruensfallet gäller enligt axiom 4. De övriga kan nu visas.

Bevis för tredje kongruensfallet. Antag först att |AB| = |A′B′|, ∠A ∼= ∠A′ och ∠B ∼=
∠B′. Vi vill visa att |AC| = |A′C ′|; d̊a är 4ABC ∼= 4A′B′C ′ enligt första kongruensfallet
(Axiom 4). Vi gör ett motsägelsebevis. Antag att AC är längre än A′C ′. L̊at D vara punkten
p̊a AC s̊adan att |AD| = |A′C ′| (enligt Axiom 2).

¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡

A
A
A
A
A
A
A
A

@
@

@
@

@
@

A B

C

D

Nu är 4ABD ∼= 4A′B′C ′ (SVS), s̊a ∠ABD ∼= ∠A′B′C ′. Enligt antagande är ∠ABC ∼=
∠A′B′C ′, som medför att ∠ABD ∼= ∠ABC. Men enligt Axiom 3 finns det bara en str̊ale p̊a
C:s sida om linjen AB med den givna vinkeln, s̊a

−−→
BD och

−−→
BC sammanfaller och punkten D

är samma som punkten C, i motsats till antagandet att |AC| > |A′C ′| = |AD|.

Fallet SVV bevisas lättast med en sats, som vi visar senare (utan att använda fallet SVV),
att vinkelsumman i en triangel är 180◦: om man känner tv̊a vinklar, s̊a känner man ocks̊a
den tredje vinkeln. D̊a använder vi det just bevisade fallet VSV. Satsen om vinkelsumman
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beror p̊a parallellaxiomet. Utan parallellaxiomet kan vi resonera p̊a följande sätt. Sätt av AD
som förut. Vi f̊ar nu ∠ADB ∼= ∠ACB. Enligt en annan sats, som visas senare, om likbelägna
vinklar, är nu linjerna DB och CB parallella, i motsats till att de b̊ada g̊ar genom punkten
B. Därför är punkten D är samma som punkten C. ¤

En likbent triangel är en triangel med tv̊a lika l̊anga sidor. Den tredje sidan kallas för bas,
en beteckning som passar till följande sätt att rita en likbent triangel.

¢
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A B

C

Sats 5 (Basvinkelsatsen). Om tv̊a sidor i en triangel är lika l̊anga, s̊a är motst̊aende

vinklar lika stora.

Bevis. Antag att |AC| = |BC| i triangeln 4ABC. D̊a är triangeln 4ABC kongruent med
triangeln 4BAC, eftersom |AC| = |BC|, ∠C = ∠C och |BC| = |AC| (SVS). Detta ger att
∠A ∼= ∠B. ¤

Som övning lämnas att visa omvändningen med hjälp av tredje kongruensfallet:

Sats 6. Om i en triangel tv̊a vinklar är lika stora, s̊a är motst̊aende sidor lika stora.

Av dessa satser följer att i en triangel gäller att alla sidor är lika l̊anga om och endast om alla
vinklar är lika stora. En s̊adan triangel kallas liksidig.

Bevis (SSS). L̊at 4ABC och 4A′B′C ′ ha lika stora sidor. Vi konstruerar med bas AB en
triangel 4ABD som är kongruent med 4A′B′C ′. Vi sätter av vinkeln ∠BAD ∼= ∠B′A′C ′

p̊a andra sidan om linjen AB mot punkten C (Axiom 3) och väljer p̊a vinkelbenet punkten
D med |AD| = |A′C ′| (Axiom 2). D̊a är enligt SVS (Axiom 4) 4ABD ∼= 4A′B′C ′. Vi drar
linjen DC.

Det finns nu olika fall, beroende p̊a existensen av en skärningspunkt för sträckorna AB och
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CD (se figur; fallet där CD g̊ar genom B är enkelt, och lämnas åt läsaren).
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Triangeln 4ACD är likbent, eftersom |AC| = |A′C ′| = |AD|. Därför är ∠ACD ∼= ∠ADC
(basvinkelsatsen). Även 4BCD är likbent, eftersom |BC| = |B′C ′| och |B′C ′| = |BD|
(4ABD ∼= 4A′B′C ′). S̊a ∠BCD ∼= ∠BDC. I den första figuren är vinkeln ∠ACB sum-
man av vinklarna ∠ACD och ∠BCD, och vinkeln ∠ADB summan av vinklarna ∠ADC och
∠BDC, medan i den andra är vinklarna skillnaden. I b̊ada fallen följer att ∠ACB ∼= ∠ADB.
Med första kongruensfallet f̊ar vi nu att 4ABC ∼= 4ABD ∼= 4A′B′C ′. ¤

Lägg märke till att SSV inte är ett kongruensfall.

5. Vinklar

Om tv̊a linjer AB och CD skär varandra i en punkt P , uppst̊ar fyra vinklar. Ett par av dessa
som inte har n̊agot gemensamt vinkelben kallas vertikalvinklar eller motsatta vinklar.
I figuren är ∠APC och ∠DPB motsatta vinklar. Vinklar med gemensamt vinkelben, som
∠APC och ∠CPB, är sidovinklar. Motsatta vinklar är lika stora eftersom de har gemensam
sidovinkel.

©©
©©

©©
©©

©©
©©HHHHHHHHHHHH

P

A

B C

D

En vinkel som är kongruent med sin sidovinkel kallas rät. En vinkel som är mindre än rät
kallas spetsig, och en som är större kallas trubbig.

En linje som skär tv̊a övriga linjer kallas en transversal till dessa. Tv̊a vinklar, en vid vardera
av de tv̊a linjerna, kallas likbelägna, om de ligger p̊a samma sida om transversalen, och p̊a
samma sida om respektive linje, i figuren t ex ∠APF och ∠CQF . Den ena vinkeln ligger
helt i den andras vinkelfält. Om vi ersätter en av vinklarna med dess motsatta vinkel f̊ar vi
alternatvinklar. Tv̊a vinklar är alternatvinklar om deras vinkelfält är disjunkta, i figuren t
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ex ∠APQ och ∠PQD.
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Sats 7. Om tv̊a alternatvinklar är lika stora, s̊a är linjerna parallella.

PSfrag replacements
A

B

CD

Bevis. L̊at alternatvinklarna ∠ABC och ∠BAD vara lika stora, men antag att linjerna skär
varandra i punkten C (se figur; vi skall visa att detta är omöjligt — det g̊ar inte att rita en
figur utan att fuska). Sätt av punkten D p̊a linjen AC p̊a andra sidan om A mot C, s̊adan att
|AD| = |BC|, och dra BD. D̊a är 4ABC ∼= 4BAD, ty |AD| = |BC|, ∠ABC ∼= ∠BAD och
sträckan AB är gemensam. Detta ger att ∠BAC ∼= ∠ABD. Vinklarna ∠ABC och ∠ABD
tillsammans är lika stora som ∠BAD och ∠BAC tillsammans, nämligen 180◦. Detta betyder
att D ligger p̊a linjen BC. Genom D och C g̊ar allts̊a tv̊a olika linjer, vilket är omöjligt.
Därför existerar inte n̊agon skärningspunkt. ¤

Sats 8. Om tv̊a parallella linjer skärs av en tredje linje, s̊a är alternatvinklarna lika stora.

Bevis. L̊at l och m vara parallella linjer och l̊at P vara m:s skärningspunkt med transversalen.
Dra en linje m′ genom P s̊adan att alternatvinklarna är lika. Enligt den föreg̊aende satsen är
m′ parallell med l. Enligt parallellaxiomet finns det bara en parallell genom P , s̊a m och m′

sammanfaller, och alternatvinklarna för l och m är lika stora. ¤

Följdsats 9. Tv̊a linjer är parallella om och endast om likbelägna vinklar vid skärning med

en tredje linje är lika stora.

Sats 10. Vinkelsumman i en triangel är 180◦.
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Bevis. Dra en linje DE genom hörnet C parallell med basen AB i triangeln 4ABC. Alter-
natvinklarna ∠ABC och ∠BCE är lika stora, liksom alternatvinklarna ∠BAC och ∠ACD.
Vinkelsumman är därmed lika stor som summan av vinklarna ∠DCA, ∠ACB och ∠BCE,
som är 180◦. ¤

En yttervinkel till en triangel är en sidovinkel till en av de vinklarna i triangeln.

Följdsats 11 (Yttervinkelsatsen). En yttervinkel till en triangel är lika med summan av

de motst̊aende innervinklarna.

Bevis. Sidovinkeln vid B är lika stor som alternatvinkel ∠BCD, som är summan av ∠C och
∠A. ¤

6. Konstruktioner med passare och linjal

Mängden av alla punkter P , som har samma avst̊and till en given punkt M , kallas för cirkel;
M är medelpunkten, och varje sträcka MP är en radie. Man säger ocks̊a radie för sträckans
längd.

En cirkel med medelpunkt M och radie MP ritas med en passare. Att kunna göra detta är
Euklides’ tredje postulat, medan det första postulatet verkställas med en ograderad linjal. I
princip ska man använda en kollapsande passare, som sl̊ar ihop när den lämnar pappret, men
man f̊ar samma konstruktioner som med en vanlig, styv passare, som beh̊aller utslaget när
den lyfts upp ur pappret. Den intresserade läsaren kan hitta beviset hos Euklides, Proposition
I.2.

Vi tittar nu p̊a n̊agra konstruktionsuppgifter. Man skall inte bara ange konstruktionen, men
ocks̊a visa att den verkligen löser problemet.

Problem 1. Givet en vinkel ∠BAC och en str̊ale
−−→
DE, konstruera p̊a en given sida av linjen

DE en vinkel ∠EDF som är kongruent med den givna vinkeln ∠BAC.

Konstruktion. Dra en cirkel om A, som skär str̊alen
−−→
AB i B′ och

−→
AC i C ′. Dra en halvcirkel

om D p̊a den givna sidan av linjen DE med radie |AB ′| och l̊at E′ vara skärningspunkten med
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str̊alen
−−→
DE. Bestäm nu skärningspunkten F av cirkeln om D med cirkeln med medelpunkt

E′ och radie |B′C ′|. Dra str̊alen
−−→
DF .

#
#
#
#
#
#

A B
B′

C
C ′

D

E

E′

F

Vinkeln EDF är den sökta vinkeln. Trianglarna4AB′C ′ och4DE′F är likbenta med |AB′| =
|AC ′| = |DE′| = |DF | enligt konstruktion. Vidare är |B′C ′| = |E′F |, s̊a 4AB′C ′ ∼= 4DE′F
(SSS). Detta ger att ∠BAC ∼= ∠EDF . ¤

Problem 2. Att dela en sträcka mitt itu.

PSfrag replacements
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M

D

Konstruktion. L̊at AB vara den givna sträckan. Dra cirklarna med medelpunkt A, radie
AB och med medelpunkt B, radie BA. Dessa tv̊a cirklar skär varandra i punkterna C och
D (för att visa detta behövs axiom 6). Dra nu CD, som skär AB i punkten M . Trianglarna
4ABC och4ABD är liksidiga. Trianglarna4BCD och4ACD är nu kongruenta enligt SSS.
Därmed är ∠BCD ∼= ∠ACD. Enligt SVS är 4BCM ∼= 4ACM . Därför är M mittpunkten
p̊a AB. Vidare är vinkeln ∠AMC kongruent med sidovinkeln ∠BMC, och därmed rät. Linjen
MC är mittpunktsnormal. ¤

Problem 3. Givet en linje l och en punkt P , konstruera en linje genom P som är vinkelrät

mot l; en s̊adan linje kallas normal.

Konstruktion L̊at Q vara en punkt p̊a andra sidan om l mot P . Dra cirkeln med medel-
punkt P och radie PQ. Cirkeln skär l i tv̊a punkter A och B. Mittpunktsnormalen till AB,
konstruerad som ovan, är den sökta linjen. ¤
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7. Area

Varje m̊anghörning M i planet har en area, som betecknas med A(M). Det är inte helt lätt
att definiera arean, speciellt om man vill utvidga begreppet och kunna beräkna arean för
mera komplicerade figurer, som cirkel och ellips. Vi bara skissar definitionen här. Vi börjar
med ett rätvinkligt koordinatsystem, och betraktar koordinatgittret (där avst̊andet mellan
linjerna är enhetslängden). Sen räknar vi antalet rutor som ligger helt inom figuren. Detta
ger ett heltal, som inte överstiger arean. Vi f̊ar en övre uppskattning för arean, genom att
räkna antalet rutor som behövs för att täcka figuren. Sen förfinar vi gittret genom att dela
enhetssträckan i 10 delar. En enhetsruta delas upp i 100 mindre rutor. Vi räknar igen antalet
rutor inom figuren, och delar det med 100. Vi fortsätter med att dela upp. I varje steg f̊ar
vi tv̊a decimaler mer för den undre och övre uppskattningen. Om b̊ada uppskattningarna ger
samma tal, har vi hittat arean. Exemplet med cirkeln visar att man behöver oändligt m̊anga
rutor, som blir mindre och mindre. Detta gäller redan för en snedställd kvadrat.

Det är klart att följande gäller:

A1. Om vi delar upp en figur i mindre figurer, s̊a är figurens area lika med summan av

delfigurernas areor.

Det är mindre klart att v̊ar definition är oberoende av valet av koordinatsystem. Antag att
vi har ett annat koordinatsystem. Vi flytter det först horisontellt och sen vertikalt tills origo
sammanfaller med origo i det ursprungliga systemet. D̊a ändras areor inte; inte heller om man
speglar i x-axeln. Det återst̊ar att se vad som händer under en vridning.

Som figuren visar f̊ar man en axelparallell rektangel genom att translatera (parallellt med
axlarna) lämpliga trianglar, allts̊a utan att ändra den totala arean.

Tv̊a figurer är kongruenta om och endast om man kan överföra den ena i den andra genom
en kombination av translationer, rotationer och speglingar. Därför gäller

A2. Kongruenta figurer har samma area.

Arean av en rektangel vars sidor har längderna a och b är ab. En höjd i en triangel är en
normal genom ett hörn till motst̊aende sida, eller dess förlängning (sidan kallas d̊a för basen).
Arean av en triangel är 1

2
hb, där h är (längden av) höjden och b (längden av) basen. För

beviset hänvisas till övningarna.
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8. Likformighet

Tv̊a trianglar är kongruenta om de har samma form och storlek. Om de bara har samma form,
men inte nödvändigtvis samma storlek, kallas de för likformiga. Den exakta definitionen är:
tv̊a trianglar 4ABC och 4A′B′C ′ är likformiga, vilket betecknas med 4ABC ∼ 4A′B′C ′,
om

|AB|
|A′B′| =

|AC|
|A′C ′| =

|BC|
|B′C ′| ,

∠A ∼= ∠A′, ∠B ∼= ∠B′, ∠C ∼= ∠C ′.
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Förh̊allandet mellan sidorna kallas likformighetsskalan, eller längdskalan. Precis som för kon-
gruens räcker det att vissa villkor är uppfyllda. Motsvarande de tre kongruensfallen har vi tre
likformighetsfall:

Sats 12 (Första likformighetsfallet) (SVS). Om tv̊a sidor i en triangel är proportionella

mot tv̊a sidor i en annan triangel och mellanliggande vinklar är lika stora, s̊a är trianglarna

likformiga. Om
|AB|
|A′B′| = |AC|

|A′C′| och ∠A ∼= ∠A′, s̊a är 4ABC ∼ 4A′B′C ′.

Sats 13 (Andra likformighetsfallet) (SSS). Om sidorna i en triangel är proportionella

mot sidorna i en annan triangel, s̊a är trianglarna likformiga. Om
|AB|
|A′B′| = |AC|

|A′C′| = |BC|
|B′C′| , s̊a

är 4ABC ∼ 4A′B′C ′.

Sats 14 (Tredje likformighetsfallet) (VVV). Om tv̊a vinklar i en triangel är lika stora

som motsvarande vinklar i en annan triangel, s̊a är trianglarna likformiga. Om ∠A ∼= ∠A′

och ∠B ∼= ∠B′, s̊a är 4ABC ∼ 4A′B′C ′.

För att bevisa dessa skall vi först studera ett ofta förekommande fall av likformighet, som
uppst̊ar när en linje parallell med basen i en triangel skär av en topptriangel.
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Sats 15 (Topptriangelsatsen). Varje topptriangel i en triangel 4ABC är likformig med

triangeln 4ABC.

Bevis. L̊at 4DEC vara en topptriangel i 4ABC. Eftersom likbelägna vinklar vid parallella
linjer är lika stora, är motsvarande vinklar i de b̊ada trianglarna kongruenta. Vi m̊aste visa
att vi har samma längdskala för alla tre paren av sidor.
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Vi drar diagonalerna AE och BD. Trianglarna 4ACE och 4DCE har sidan CE gemensam,
s̊a de har samma höjd genom E mot baslinjen AC. Därför är förh̊allandet mellan areorna lika
med förh̊allandet mellan baserna:

|AC|
|DC| =

A(4ACE)

A(4DCE)
.

P̊a samma sätt är
|BC|
|EC| =

A(4BCD)

A(4ECD)
,

eftersom trianglarna 4BCD och 4ECD har samma höjd genom D mot baslinjen BC. Tri-
anglarna 4ABE och 4ABD har samma bas och samma höjd (avst̊andet mellan de parallella
linjerna AB och DE), s̊a de har samma area. Vi f̊ar 4ACE genom att ta bort 4ABE
fr̊an den stora triangeln 4ABC, och 4BCD genom att ta bort 4ABD fr̊an 4ABC, s̊a
A(4ACE) = A(4BCD). Därmed är

|AC|
|DC| =

A(4ACE)

A(4DCE)
=
A(4BCD)

A(4DCE)
=
|BC|
|EC| .

Vi vill nu visa att detta förh̊allande är ocks̊a lika med |AB|/|DE|. Det sista förh̊allandet är
A(4ABE)/A(4DEB) eftersom trianglarna 4ABE och 4DEB har samma höjd (avst̊andet
mellan de parallella linjerna AB och DE). Vi betraktar nu b̊ada trianglarna som trianglar
med bas BE. Triangeln 4CEA har sidan AE gemensam med 4ABE, s̊a

|EB|
|CE| =

A(4ABE)

A(4CEA)
.

P̊a samma sätt är
|EB|
|CE| =

A(4DEB)

A(4DEC)
.
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Vi har genom att multiplicera och dela att

A(4ABE)

A(4CEA)
=
A(4DEB)

A(4DEC)
⇐⇒ A(4ABE)

A(4DEB)
=
A(4CEA)

A(4DEC)
.

Men det sista förh̊allandet känner vi till. S̊a

|AB|
|DE| =

A(4ABE)

A(4DEB)
=
A(4CEA)

A(4DEC)
=
|AC|
|DC| .

¤

Bevis för likformighetsfallen. L̊at 4ABC och 4A′B′C ′ vara givna, och antag att |AB| >
|A′B′|. Vi väljer punkten D p̊a AB s̊a att |AD| = |A′B′| och drar DE parallell med BC.
Topptriangeln 4ADE är nu likformig med 4ABC. För att visa att 4ABC ∼ 4A′B′C ′

räcker det nu att visa att 4ADE är kongruent med 4A′B′C ′.
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I fallet SVS vet vi att |A′C ′| = |A′B′| · |AC|/|AB| = |AD| · |AC|/|AB| = |AE|, eftersom
|AD| = |A′B′| och 4ADE ∼ 4ABC. Eftersom vinklen ∠A är gemensam, är trianglarna
4ADE och 4A′B′C ′ kongruenta.

I fallet SSS f̊ar vi med samma resonemang att motsvarande sidor i trianglarna 4ADE och
4A′B′C ′ är lika stora, och vi tillämpar andra kongruensfallet.

I fallet VVV har vi vinkeln ∠A är gemensam, |AD| = |A′B′| och ∠ADE = ∠B = ∠B′, s̊a
kongruens följer av tredje kongruensfallet. ¤

Bisektrisen till en vinkel är den str̊ale som delar vinkeln mitt itu.

Sats 16 (Bisektrissatsen). Bisektrisen till en vinkel i en triangel delar motst̊aende sida i

delar som är proportionella mot de övriga sidorna.

PSfrag replacements
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Satsen säger att |AD|
|BD| = |AC|

|BC| . Sidorna förekommer i trianglarna 4ACD och 4BCD, som har
samma toppvinkel. Men trianglarna är inte likformiga. Vi har här ett exempel att SSV inte
är ett likformighetsfall.

Bevis. L̊at CD vara bisektrisen. Antag att vinkel ∠CDB är spetsig. L̊at E vara punkten
p̊a CD s̊adan att 4DBE är likbent. D̊a är ∠DEB ∼= ∠EDB och detsamma gäller for
sidovinklarna: ∠BEC ∼= ∠ADC. D̊a är 4ACD ∼ 4BCE och |AC|

|BC| = |AD|
|BE| = |AD|

|BD| . ¤

9. Pythagoras sats

Redan minst 1000 år före Pythagoras var satsen känd, bl a i Babylonien. Men troligen var
Pythagoras den förste som hittade ett bevis för formeln. Det finns m̊anga bevis för satsen och
vi skall titta p̊a n̊agra av dem.

I en rätvinklig triangel kallas sidan som st̊ar mot den räta vinkeln för hypotenusa och de tv̊a
övriga sidorna kallas kateterna.

Sats 17 (Pythagoras sats). I en rätvinklig triangel är kvadraten p̊a hypotenusan lika med

summan av kvadraterna p̊a kateterna.

L̊at 4ABC vara en rätvinklig triangel. Om vi betecknar med c längden av sidan som st̊ar
mot den räta vinkeln ∠C, s̊a c = |AB|, och om a = |BC|, b = |AC|, s̊a blir satsens p̊ast̊aende
c2 = a2 + b2.

Bevis. Dra i triangeln 4ABC höjden CD fr̊an C mot hypotenusan.
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C

D

Trianglarna 4ABC och 4ACD är b̊ada rätvinkliga och har vinkeln ∠A gemensam. Enligt
tredje likformighetsfallet (VVV) är nu 4ABC ∼ 4ACD. Detta ger

|AC|
|AB| =

|AD|
|AC| , s̊a |AC|2 = |AB||AD| .

P̊a samma sätt f̊ar vi fr̊an 4ABC ∼ 4BCD att

|BC|
|AB| =

|BD|
|BC| , s̊a |BC|2 = |AB||BD| .
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Eftersom |AB| = |AD|+ |BD| f̊ar vi genom addition

|BC|2 + |AC|2 = |AB||BD|+ |AB||AD| = |AB|(|BD|+ |AD|) = |AB|2 .

¤

Detta bevis är kanske Pythagoras ursprungliga. Euklides ger ett annat bevis, som är sv̊art
att först̊a om man läser texten, men resonemanget är faktiskt mycket vackert. Figuren visar
kvadraterna uppritade p̊a kateterna, och p̊a hypotenusan. Beviset g̊ar ut p̊a att visa att
rektangeln ADGE har samma area som kvadraten p̊a AC; detta ger |AC|2 = |AB||AD|. Fr̊an
rektangeln DBFG och kvadraten p̊a BC f̊ar vi p̊a samma sätt |BC|2 = |AB||BD|. Själva
beviset att areorna är lika passar bra för en datoranimation.
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Nästa bevis kommer fr̊an Indien. Bhāskara (f 1105 e Kr) drar följande figur och bara säger
‘Se!’, utan att ens göra beräkningen c2 = 4ab

2
+ (a− b)2 = a2 + b2.
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Det finns saker att fundera över. T ex, varför är h̊alet i mitten en kvadrat?
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Omvändningen av Pythagoras sats gäller ocks̊a: en triangel4ABC med sidorna a, b och c, där
a2 + b2 = c2, är rätvinklig. L̊at nämligen 4A′B′C ′ vara en rätvinklig triangel med kateter av
längd a och b, d̊a är enligt Pythagoras hypotenusans längd c och därför är4ABC ∼= 4A′B′C ′

(SSS), allts̊a är vinkeln ∠C rät.

10. Sinus- och cosinussats

För en spetsig vinkel med storlek α definieras sinus och cosinus med hjälp av en rätvinklig
triangel med vinkel α.

­
­
­
­
­
­
­
­
­

α
b

ac

Sinus för en vinkel är kvoten av motst̊aende sida och hypotenusan:

sin α =
a

c

Cosinus för en vinkel är kvoten av närliggande sida och hypotenusan:

cos α =
b

c

L̊at P vara en punkt i första kvadranten p̊a enhetscirkeln, s̊a att vinkeln mellan str̊alen
−−→
OP

och den positiva x-axeln är α. D̊a är (x, y) = (cos α, sin α) koordinaterna till P .

PSfrag replacements

sin α

cos α
α

P

För en godtycklig vinkel α definierar vi nu cos α och sin α som x- och y-koordinat för den
punkt P p̊a enhetscirkeln, som ligger p̊a str̊alen med vinkeln α, räknad fr̊an den positiva
x-axeln. D̊a gäller cos(180◦ − α) = − cos α och sin(180◦ − α) = sin α. Observera att vi här
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egentligen betraktar ett annat vinkelbegrepp. Vi till̊ater nu negativa vinklar, vinklar större
än 180◦ och även större än 360◦. S̊adana vinklar kan tolkas som riktningsändring.

Vi kan nu generalisera Pythagoras sats för en godtycklig triangel.

Sats 18 (Cosinussatsen). I en triangel med sidolängder a, b och c gäller

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ ,

där γ är storleken p̊a vinkeln, som st̊ar mot sidan c.

Bevis. Drag höjden mot sidan AC. Enligt Pythagoras f̊ar vi a2 = h2 + a2 cos γ och därmed
c2 = h2 + (b − a cos γ)2 = h2 + a2 cos2 γ − 2ab cos γ + b2 = a2 + b2 − 2ab cos γ. Fallen där
triangeln har en trubbig vinkel, lämnas som övning. ¤
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Sats 19 (Sinussatsen). I en triangel gäller

sin α

a
=

sin β

b
=

sin γ

c
.

Bevis. Vi betraktar samma figur som för cosinussatsen. Vi beräknar höjden h p̊a tv̊a sätt
och f̊ar den till c sin α = a sin γ. Vi delar nu höger- och vänsterledet med ac. ¤

Triangelns area är 1

2
ab sin γ.

Vi visar nu Herons formel. Sätt s = (a+ b+ c)/2 (s st̊ar för semiperimeter, halva omkretsen).

Sats 20. Arean för en triangel med sidolängder a, b och c är lika med
√

s(s− a)(s− b)(s− c) .

Bevis. Observera att s− a = (a + b + c)/2− a = (−a + b + c)/2. Därmed f̊ar vi

16s(s− a)(s− b)(s− c) = (a + b + c)(−a + b + c)(a− b + c)(a + b− c) =

((a + b) + c)((a + b)− c)(c− (a− b))(c + (a− b)) = ((a + b)2 − c2)(c2 − (a− b)2) .

Nu använder vi cosinussatsen och f̊ar (a + b)2 − c2 = a2 + 2ab + b2 − (a2 + b2 − 2ab cos γ) =
2ab(1 + cos γ) och c2 − (a− b)2 = 2ab(1− cos γ). S̊a

16s(s− a)(s− b)(s− c) = 4a2b2(1 + cos γ)(1− cos γ) = 4a2b2(1− cos2 γ) = 4a2b2 sin2 γ .

P̊ast̊aendet följer, eftersom triangelns area är 1

2
ab sin γ. ¤
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11. Mer om cirkeln

En linje skär en cirkel in högst tv̊a punkter. En linje som skär cirkeln bara i en punkt P kallas
tangent i P .

Sats 21. En linje l är tangent till en cirkel i en punkt P om och endast l är vinkelrät mot

radien genom P .

Bevis. Antag att l är vinkelrät mot radien och att l skär cirkeln i ytterligare en punkt Q.
L̊at M vara cirkelns medelpunkt. D̊a är triangeln 4PMQ likbent och är därför en triangel
med tv̊a räta vinklar, som är omöjligt. S̊a det finns bara en skärningspunkt och linjen är en
tangent.

Omvänt, antag att en tangent l i punkten P gör en vinkel mot radien som inte är rät. L̊at
MQ vara normalen mot l genom cirkelns medelpunkt M . Avsätt sträckan QR ∼= QP p̊a l p̊a
andra sidan om Q mot P . D̊a är sidovinkeln ∠MQR kongruent med ∠MQP , eftersom vinkeln
är rät. Sidan MQ är gemensam, s̊a 4MQP ∼= 4MQR. D̊a är MP = MR och R ligger p̊a
cirkeln, i motsats till att det bara finns en skärningspunkt. ¤

L̊at P och Q vara tv̊a ej diametrala punkter p̊a en cirkel med medelpunkt M . Vinkeln ∠PMQ
i triangeln 4PMQ kallas för medelpunktsvinkel p̊a cirkelb̊agen PQ. Vinkeln ∠PAQ, där A
är en godtycklig punkt p̊a den andra cirkelb̊agen, kallas för periferivinkel.

Sats 22 (Periferivinkelsatsen). Medelpunktsvinkeln är dubbelt s̊a stor som en periferivin-

kel p̊a samma b̊age.

PSfrag replacements

A

B

M

Q

P

Bevis. Drag diametern AB. Trianglarna 4PMA och 4QMA är likbenta, s̊a ∠MPA ∼=
∠MAP och ∠MQA ∼= ∠MAQ. Yttervinkeln ∠PMB är summan av basvinklarna i triangeln
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4PMA, s̊a ∠PMB = 2 · ∠PAM . P̊a samma sätt är ∠QMB = 2 · ∠QAM . Addition av
vinklar ger nu att ∠PMQ = 2 · ∠PAQ. Om M inte ligger i vinkelfältet för ∠PAQ f̊ar man
resultatet p̊a liknande sätt fast genom att subtrahera istället for addera. ¤

Satsens omvändning gäller ocks̊a: antag att en punkt A′ ligger p̊a samma sida om PQ som
M och att vinkeln ∠PA′Q är hälften av medelpunktsvinkeln ∠PMQ. D̊a m̊aste A′ ligga p̊a
cirkeln. Minst en av linjerna PA′, QA′ skär cirkeln en g̊ang till i samma halvplan. L̊at A vara
den andra skärningspunkten av PA′ med cirkeln. D̊a år enligt periferivinkelsatsen ∠PAQ
halva medelpunktsvinkeln och därmed kongruent med ∠PA′Q. D̊a gäller 4PAQ ∼= 4PA′Q
och A och A′ sammanfaller, d v s A′ ligger p̊a cirkeln.

Enligt v̊ar definition år en vinkel alltid mindre än 180◦. Beviset för periferivinkelsatsen funge-
rar ocks̊a om PQ är en diameter och även om A ligger p̊a den större cirkelb̊agen (d̊a uppfattas
medelpunktsvinkeln som större än 180◦). En periferivinkel är rät om och endast om den st̊ar
p̊a en halv cirkelb̊age.

12. Speciella punkter i en triangel

Bisektrisen till en vinkel är den linje eller str̊ale som delar vinkeln mitt itu. En punkt i
vinkelns fält ligger p̊a bisektrisen om och endast om punkten har samma avst̊and till b̊ada
vinkelbenen (att bevisa detta lämnas som uppgift). Avst̊andet mellan punkten P och linjen l
betecknas som d(P, l) och är längden av sträckan PQ, där Q är fotpunkt till normalen till l
genom P .

Sats 23. De tre bisektriserna i en triangel skär varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln 4ABC dras bisektriserna till vinklarna ∠A och ∠B. L̊at M vara deras
skärningspunkt. Att M ligger p̊a vinkeln ∠A:s bisektris innebär att d(M, AB) = d(M, AC).
Eftersom M ocks̊a ligger p̊a ∠B:s bisektris gäller även att d(M, BA) = d(M, BC). Men d̊a
är d(M, CA) = d(M, CB) och därmed ligger M p̊a ∠C:s bisektris. De tre bisektriserna skär
varandra i M . ¤

PSfrag replacements
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Bisektrisernas skärningspunkt är medelpunkten för den i triangeln inskrivna cirkeln.
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Mittpunktsnormalen till en sträcka AB är normalen genom mittpunkten p̊a AB. Som
övning lämnas att visa att en punkt P ligger p̊a mittpunktsnormalen till sträckan AB om och
endast om P ligger p̊a samma avst̊and fr̊an A och B.

Sats 24. De tre mittpunktsnormalerna i en triangel skär varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln 4ABC dras mittpunktsnormalerna till sidorna AB och BC. L̊at M vara
deras skärningspunkt. Att M ligger p̊a AB:s mittpunktsnormal innebär att |MA| = |MB|.
Eftersom M ocks̊a ligger p̊a BC:s mittpunktsnormal gäller även att |MB| = |MC|. Men d̊a är
|MA| = |MC| och därmed ligger M p̊a AC:s mittpunktsnormal. De tre mittpunktsnormalerna
skär varandra i M . ¤

PSfrag replacements

A
B

C

M

Mittpunktsnormalernas skärningspunkt är medelpunkten för den till triangeln omskrivna cir-
keln.

En median i en triangel är en sträcka som sammanbinder ett hörn med mittpunkten p̊a
motst̊aende sida.

Sats 25. Medianerna till en triangel skär varandra i en punkt.

Bevis. I triangeln 4ABC dras medianerna AA′ och BB′, som skär varandra i punkten M ,
samt linjen B′A′, som sammanbinder mittpunkterna A′ p̊a BC och B′ p̊a AC. Triangeln
4ABC är likformig med 4B′A′C enligt 1:a likformighetsfallet. Detta medför att B′A′ är
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parallell med AB och att |AB| : |B′A′| = 2 : 1.

PSfrag replacements

A′B′
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Därför är alternatvinklarna ∠A′AB och ∠AA′B′ lika stora, liksom alternatvinklarna ∠ABB ′

och ∠BB′A′. S̊a 4ABM ∼ 4A′B′M . D̊a gäller att |AM | : |A′M | = |AB| : |A′B′| = 2 : 1,
d v s medianen genom B skär medianen AA′ i punkten M som ligger p̊a avst̊andet 1

3
|AA′|

fr̊an A′. P̊a samma sätt visas att medianen genom C skär medianen AA′ i samma punkt M
p̊a avst̊andet 1

3
|AA′| fr̊an A′. De tre medianerna skär varandra i M . ¤

Följdsats 26. Medianerna delar varandra i förh̊allandet 2 : 1.

Medianernas skärningspunkt kallas triangelns tyngdpunkt. Tyngdpunkten är lika med tri-
angelns tyngdpunkt i fysikalisk mening.

En höjd i en triangel är en normal fr̊an ett hörn till motst̊aende sida eller dess förlängning
(när ligger höjden utanför triangeln?).

Sats 27. De tre höjderna i en triangel skär varandra i en punkt.
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Bevis. Dra B′A′ parallell med AB genom C, C ′B′ parallell med BC genom A och A′C ′

parallell med CA genom B. D̊a är 4ABC ∼= 4A′CB eftersom ∠ABC och ∠BCA′ är
alternatvinklar, liksom ∠ACB och ∠CBA′, och sträckan BC är gemensam. Likadant är
4CB′A ∼= 4ABC ∼= 4BAC ′. Dra nu höjden fr̊an C. Den är vinkelrät mot A′B′, ty A′B′ är
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parallell med AB. Eftersom |B′C| = |AB| = |CA′| är höjden genom C ocks̊a mittpunktsnor-
mal p̊a B′A′. Höjderna i4ABC är mittpunktsnormalerna i4A′B′C ′ och skär därför varandra
i en punkt. ¤

Konstruktionen av den inskrivna och omskrivna cirkeln finns redan hos Euklides, men höjder
och medianer inte. Att höjderna skär varandra i en punkt visades först av Euler, liksom
följande resultat.

Sats 28. I en triangel ligger höjdernas skärningspunkt, tyngdpunkten och den omskrivna cir-

kelns medelpunkt p̊a en linje (den s k Eulerlinje).
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Bevis. Dra i triangeln4ABC höjden mot AB och medianen CC ′ fr̊an C och mittpunktsnor-
malen p̊a AB. L̊at H vara skärningspunkten mellan höjden och linjen OT genom tyngdpunk-
ten T och den omskrivna cirkelns medelpunkt O. D̊a är ∠HCC ′ ∼= ∠CC ′O (alternatvinklar)
och ∠CTH ∼= ∠OTC ′ (motsatta vinklar). Trianglarna 4CTH och 4C ′TO är likformiga med
|HT | : |OT | = |CT | : |TC ′| = 2 : 1. Höjden fr̊an C g̊ar s̊aledes genom en bestämd punkt (H)
p̊a linjen OT . De tv̊a andra höjderna g̊ar ocks̊a genom H, som är därmed höjdernas skär-
ningspunkt. (Detta visar igen att höjderna skär varandra i en punkt.)
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