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1. Visa att de tre medianerna i en triangel skar varandra i en punkt.
Se kompendiet om Euklidisk geometri.

2. Bestam ekvationen for planet som innehaller de tre punkterna(1,1,1), (2,2,0) och
(3,0,1).
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(1> = (—1) och fas som vektorprodui{ 1 ) X (—1) = <—2> =— (2) . Ekvatio-
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nen arr + 2y 4+ 3z = 6.

3. Bestam minsta avstandet fran punkten(5, 5, 4) till linjen genom punkterna (0, 3,0) och
(3,-3,6).
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Linjen genom (0, 3,0) och (3,—3,6) har riktningsvektor(a) - (3) = ( 6 ) =

0
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-2 (—2) och ges i parameterformayy | = | 3 ) + ¢ (—2) och avstandet ar minst
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i punkten dar planet genorth, 5,4), vinkelrdt mot linjen, skar linjen. Planet har ekva-
tion x — 2y + 2z = 3. | skarningspunkten galler — 2(3 — 2t) + 4t = 3, sa9% = 9

ocht¢ = 1. Skarningspunkten &fl, 1,2) och avstandet til(5,5,4) &r langden av vektorn
4

(?) — (1) = (4) =2 (%).Svaretal‘z\/m:&
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4. Bestam vinklarna i triangeln i rummet med hérn (1,1, 1), (3,3,2) och (2, -1, 3).
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Lat A = (1,1,1), B = (3,3,2) ochC' = (2,—1,3). Dd ar AB = (2) med langd3,
1
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AC = (2) med langd3 och BC = —CB = ( 4 ) med langdy/18 = 3v/2. Vi har
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AB - AC = 0, sa vinkelnZA &r rat. Fran9 = AC - BC' = |AC||BC|cos ZC far vi
cos ZC' = 1/2 s&£C &r 45° och darmed &r ocksd B 45°.

5. Vi definierar en relation ~ pa C[X| genom att sdga attf(X) ~ g(X) om och endast
om det finns ett komplext tal ¢ # 0 sadant att f(X) = ¢ g(X).
a) Motivera noggrant att detta ar en ekvivalensrelation.
b) Ge en mangd av polynom med precis en representant ur varje ekvivalensklass.



a) Den ar reflexiv, tyf(X) =1- f(X) ochl € C\ {0}.

Den &ar symmetrisk, ty onf(X) = ¢ g(X) s& arg(X) = £ - g(X) ochc € C\ {0} ger
+ €C\ {0}

Den ar transitiv, ty omf(X) = ¢; - g(X) ochg(X) = ¢, - h(X) sa galler att

f(X)=er-g(X) =cr-(ea- MX)) = (e1- 2) - W(X)

och (¢; - o) € C\ {0}.

Eftersom den har dessa tre egenskaper sa ar den per definition en ekvivalensrelation.
b) Vi kan vélja alla polynom vars ledande koefficientléarAlla polynom (utom nollpolyno-
met) ar ekvivalenta till ett sddant, ty om

f(X)=a, X" +a, 1 X" '+ ... +ag

meda, # 0 s& ar detta ekvivalent meéLf( ) som har ledande koefficierit Dessutom

om vi har tv& s&dana polynom som ar relatergde ) = c-g(X), sd maste = 1, ty annars

kan inte bada ha ledande koefficient lika medDarmed har vi motiverat att det finns exakt

ett sadant polynom i varje ekvivalensklass. Ska man vara petig, och det ska man val, sa ska
man lagga till nollpolynomet ocksa som utgor en egen klass.

. Polynomet f(X) = X* —2X?+4X —4 harroten X =1 +1.
a) Bestam alla rotter till f.
b) Faktorisera f(X) iirreducibla polynomi C[X], R[X] och Q[X].

a) Eftersom vi har ett reellt polynom sa har det ocksa rotes- 1 — i. Darmed ar(X —
(1—1))(X —(1+14)) = X?>—2X + 2 en faktor i f. Genom att gora polynomdivision sa far
man

f(X) = (X? —2)(X?—2X +2).

Vi fér allts& ocksé rotterna-v/2 och darmed har vi hittat alla rétterna.
b) Vi far i de olika polynomringarna féljande faktoriseringar i irreducibla polynom:

CIX]: flz)= (X (1—))(X — (149))(X = V2)(X +V2)
R[X]:  f(z) = (X?—2X +2)(X —V2)(X +V?2)
QX]:  f() = (X* - 2X +2)(X* - 2)
. Los ekvationenz* = = f Ange losningarna pa formenz = a + bi utan nagra trigo-

nometriska funktioner

Sattt = ~1£v3 som &r ett positivt reellt tal och som allts& har argumentet lika fnéd far
da losningarna

2z, = |tﬁ(coso¢k +isinay) = t%(cosak +isinay), k=0,1,2,3,
dar oy, = 227 Detta ger vinklarnd, /2, # samt3w/2 samt I6sningarna
.1 1 1
ta, ata, —t4, —it4.
Tanken var att ekvationen skulle vata = ‘“T\/g’ och losningen blir da: (aven denna

godkdnnes om man “gissat” sig till att det var ett tryckfel)
Vi har att ‘1+T‘/§’ har beloppetl och argumente?r/3. Vi far da lésningarna

Zr =cosqg +isinay, k=0,1,2,3,



dar oy, = 2222 Detta ger vinklarnar /6, 27/3, 77/6 och 57 /3 samt Iésningarna
4

i+vV3 =143 —i—+vV3 1—+/3i
2 9 2 7 2

Vi har att *”T\/?” har beloppet och argumenter/3.

. Vi definierar en foljd av polynom f,,(x) rekursivt enligt foljande:

{ Jolz) =1,

fn(x) =Z- fn71($ — 1), omn > 1.

a) Bestam f5(z).
b) Bestam en explicit formel for f,,(x) och bevisa att denna galler for alla naturliga tal
n.

a) Vi far rekursivt att

file)=zfolzr —1) = =

folr)=afi(z —1) = wz(z—1)

fs(z) =xfo(zr—1) = z(z—1)(z—2)
falx)=zfs(x—1) = z(z—1)(z—2)(x—3)
fs(z)=xfi(z—1) = z(z—1)(z—2)(x—3)(x—4)

b) Var kalkyl antyder att det skulle kunna vara sa att

n—1

fulw) = T[(@—i) =2(z = )(x = 2)(x = 3)- - (x —n +1).

=0

Vi bevisar detta med hjalp av induktion.

Basfall: n» = 0. Da ar produkteri per definition och darmed stammer likheten.
Induktionssteg: Antag att pastaendet &r sant for ett naturligt tal0. Vi ska visa att da ar
det ocksa sant fon + 1. Men vi har

n—1 n n (n+1)—1
funle) = o fule=1) =2 [[(e-D =)= [ =T[e-0= ] @-9.

dar den forsta likheten foljer av rekursionen, den andra av induktionsantagandet och resten
ar algebraisk manipulation.
Nu féljer det av induktionsprincipen att likheten géaller for alla naturligantal



