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1. Visa att de tre hojderna i en triangel skér varandra i en punkt.
Se kompendiet.

2. Bestam ekvationen for planet som innehaller de tre punkterna(1,2,1), (2,5,3) och
(3,1,2).
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Normalvektorn till planet ar vinkelrat mot vektorerr@s) — (2) = (3) och (1) —
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(2> = (—1) och fas som vektorprodu%s) X <—1> = ( 3 )
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Ekvationen abx + 3y — 7z = 4.

3. Bestam vinklarna i triangeln i rummet med hérn (1,2,1), (2,5,3) och (3,1, 2).
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Lat A = (1,2,1), B = (2,5,3) ochC = (3,1,2). DaarAB = (3) med langdy/14,
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AC = (—1) med langdy/6 och BC = —CB = (—4) med langdy/18 = 3v/2. Vi
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arccos Y2L. Frdn13 = AB - OB = |AB||CB|cos ZB farvi /B = arccos 221/7. Slutligen
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ar ZC = arccos U5 — Arccos V3.

4. Bestam minsta avstandet fran punkten(1, 2, 1) till linjen genom punkterna (2,5, 3) och
(3,1,2).
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Linjen genom(2, 5, 3) och (3, 1,2) har riktningsvektor< 1) - (5) = (—4) och gesipa-
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rameterformav v | = 5) +t | —4 | och avstandet & minst i punkten dar planet genom
z 3 -1

(1,2, 1), vinkelrat mot linjen, skér linjen. Planet har ekvation- 4y — = = —8. | skarnings-
punkten galle(2+¢) —4(5—4t) — (3—t) = —8, s&18¢ = 13 ocht = 12. Skérningspunkten
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1—18 (38) — (2) = 1—18 ( 2 > } Svaretér%\/961+4+52 = %\/149 = %\/166.
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har ortsvektor(5> +12 <—4> == <38) och avstandet il(1, 2, 1) arlangden av vektorn
3 -1

n—1

. . . 1—2"
5. a) Bevisa med induktion att " z* = ’

1—x
k=0
b) Bevisa samma pastdende med hjalp av polynomdivision.
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For att bevisa med induktion aE oF =

n

for allan € N borjar vimed att konstatera

— X
k=0
att likheten galler fom = 1 (basfall) d& vansterledet & = 1 och hogerlede{=2 = 1.
p—1 P
Vi antar sedan att likheten galler for nagot naturligiahamligen attz at = ¥ och
— X
k=0

vill visa att motsvarande likhet galler for+ 1.
p

Vihar dai vansterledeg z* som kan skrivas sorﬁ:—f + 2P enligt induktionsantagendet.

k=0
Men =2 | gp — L=a? | aP=a?l _ 1-a?L ket var det férvantade hogerledet.

Darmed har vi visat att om likheten galler for nagot naturligt tal, sa géaller den aven for nasta
naturligt tal. Eftersom den gallet for talét sa gallet den for alla naturliga tal.

For att bevisa resultatet med polynomdivision kan man stélla upp polynomdivision (jag gér
inte det har eftersom det &r ratt krangligt i ordbehandlaren; se boken, avsnitt 7.2 och skriv ner
det nar du laser beskrivningen har). T.ex. kan man bdrja med att dividerd medx — 1,

och nar man sett monstret kan man skissa pa divisioneft avi medz — 1. Monstret &r att

man vid steg lagger till 2"~ i kvoten och darmed tar bout"*(x — 1), dvs 2"~ — g~

i divisionen. Effekten ar att” ! — 1 i téljaren ersatts med"* — 1. Eftern — 1 steg ar
restenz — 1, och efter ett steg till nar man det dnskade resultatet: en rest pa 0 och en kvot
paz" +a"t + -+t + 1.

(2 poang for induktionsbeviset, varav 0,5 for ett basfall och ett upplagg med struktur av
induktionsbevis, 1p for beviset med polynomdivision)

. Vilka av féljande relationer pa mangden av polynomR[X] &r ekvivalensrelationer?
Motivera dina svar!
a) P ~, @) daoch endast daP och  har samma grad.
b) P ~, Q da och endast d&P och @ har samma nollstallen.
c) P ~. (@ daoch endast daP och @ har storsta gemensamma delare 1.
d) P ~; Q da och endast daP och @ har lika manga irreducible faktorer.
e) P ~. Q da och endast daP och  har gemensamma nollstallen.

Jag ger mycket korta motiveringar.

a) “ P ~, @ da och endast d& och Q har samma grad’ar en ekvivalensrelation :
reflexiv eftersom varje polynom har samma grad som sig sjalv,
symmetrisk eftersom on® och () har samma grad, sa h@r och P samma grad,
transitiv eftersom on och QQ har samma grad, ool och R har samma grad, sa har
och R samma grad .

b) “ P ~, Q da och endast d& och @ har samma nollstallen&r en ekvivalensrelation :
reflexiv: varje polynom har samma nollstéllen som sig sjalv,
symmetrisk: OmP och ) har samma nollstallen, s& h@ och P samma nollstallen,
transitiv.: Om P och Q har samma nollstéllen, oo och R har samma nollstéllen, sa
har P och R samma nollstallen.

c) “P ~. (@ da och endast d& och @ har stérsta gemensamma delare &f ingen ek-
vivalensrelation: den ar varken reflex’sGD(P(X), P(X)) = P(X)) eller transitiv
(motexempel:P(X) = (X —2)(X —3), Q(X) = (X —-1), R(X) = (X —2)(X —5),
dd arSGD(P(X),Q(X)) = 1, SGD(Q(X),R(X)) = 1 men SGD(P(X), R(X)) =
(X —2)



Har man visat att relationen inte ar reflexiv, sa behdver man inte leta vidare: detta racker
for att dra slutsatsen att den inte ar en ekvivalensrelation. Jag tror att manga tankte pa

polynomens alla gemensamma delare, istallet for SGD.

d) “ P ~4 Q da och endast d& och () har lika manga irreducibla faktorerar en ekviva-
lensrelation
reflexiv: Varje polynom har lika manga irreducibla faktorer som sig sjalv,
symmetrisk: OmP och @ har lika manga irreducibla faktorer, sa i@roch P lika manga
irreducibla faktorer,
transitiv.: Om P och () har lika manga irreducibla faktorer, o¢h och R har lika manga
irreducibla faktorer, sa haP och R lika manga irreducibla faktorer.

e) “ P ~, @ da och endast d& och Q har gemensamma nollstélleréir ingen ekviva-
lensrelation: den ar inte transitiv. Motexempét(X) = (X — 2)(X — 3), Q(X) =
(X —1)(X —-2), RX) =(X—-1)(X —5). P och@ har gemensam nollstélle i 2
och R har gemensam nollstélle i E och R har inga gemensamma nollstéllen.

(1,5p for ratta svar untan motivering, 0,5p for uttryck om reflexivitet, transitivitet, symmetri,
aven om de anvands fel)

. Ge ett exempel pa en andlig mangdi, en oandlig uppraknelig mangd 3, en oupprak-
nelig mangd C'. Vad har mangderna A U B och A x B for kardinalitet?
(A x B ={(a,b),a € A,b € B} a mangden av alla par med forsta elementet iA och
andra elementet i B). Motivera dina svar!

Man kan till exempel angel = {1, 2, 3,4} som har4 element,B = N ochC = R.

D& arA U B = N, som ar uppraknelig. Har man valt ett exempel déinte ar en delmangd
i B far man argumentera att man kan rakna upp B genom att forst rakna elementeni
(de ar andligt manga), och sedan element&n Ba svaret ar “uppraknelig” i alla fall.
Aven A x B &r uppraknelig. Den bestar av alla par vars forsta elememt &3, eller 4
och andra elementet ar ett naturligt tal. Daribland finns oandligt mangél pay, oandligt
manga par2,n), oandligt manga paf3, n), oandligt manga paf4,n). For att rakna upp
dem kan man bérja medl, 1), (2,1), (3,1), (4,1), sedan fortsatta medL, 2), (2,2),
(3,2),(4,2), sedan(1,3), (2,3), (3,3), (4,3) osv, dvs om man har skrivit kolumner for
paren av form(1,n), (2,n), (3,n), (4,n), sa laser man av tabellen rad for rad.

(1,5p for valformulerade exempel, 1,5p fdru B och A x B)

. Betrakta foljden av komplexa tal z, = (iy/2)* fér k € N. Beskriv féljden bade alge-
braiskt och geometriskt (dvs. rakna ut nagra termer i féliden och beskriv ett monster
for hur termerna ser ut och var de ligger i det komplexa planet).
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Visa att z,4 = 42, for alla k € N och rakna ut Z 2
k=0

Man kan raknay = (iv2)? = 1, 21 = (ivV2)! = iv2, 20 = (iV2)? = =2, 23 = (iV2)? =
—2V2i, 2y = (iV2)* = 4, z5 = (iv2)® = 420, 2z, = (iv/2)® = —8, och mérka att

vartannat varde ar reellt (alternerande positiv och negativ), och vartannat imaginar (dvs en

reell multipel avi, med realdel 0), och att absolutbeloppet véxer med en fakiofor varje
steg (dvs ar multiplicerad me¢2). Rita dessa punkter i planet (igen, det ar ratt bokigt att

rita i ordbehandlare, sé jag avstar och beskriver istéllet). Man ser da punkter som ingar i en

vaxande spiral motursy ligger pa den positiva reella axeln, pa den positiva imaginara
axeln, z, pa den negativa reella axels, pa den negativa imaginara axeln, och medir vi



tillbaka pa den positiva reella axeln, men ute ¥id

For att visa attz;, ., = 4z, for alla naturliga talk behovs inget induktionsbevis (det skadar
inte, men ar mer omstandigt och manga gick vilse i argumenten nar de skulle ha med bade
k+1, k+4 ochk+144). Detracker att rakna ut atf, 4 = (1v/2)F* = (iv2)*(ivV2)F =

V2 (IV2)F = 4(iv2)F = 42,

Sedan kan man skriva ut alla 16 termer i summan fér hand, vilket inte var meningen, eller

anvanda relationen,,, = 4z, och rakna bar& = zy + 21 + 20 + 23 = —1 —iv/2 och
15

N u=Z+4Z+16Z +64Z =857 = —85 — i85V/2

k=0
(0,5p for att man raknat ut de forsta termerna, 0,5 for den geometriska framstéliningen, 0,5
till fér helheten, 0,5 forz 4 = 42, 1p for 3, z)

Delpoangsangivningar ger en indikation om hur mycket vikt jag lagt pa olika bitar i uppgifter-
na. Hur tydligt och fullstandigt ni uttryckt er spelar ocksa roll i helhetsbedoémningen for varje

uppgift.



