Andligt och odndligt

Ett barn som haller pa att ldra sig rdkna, 1, 2, 3, 4, osv. undrar hur langt
man kan riakna. Vad skall vi svara pa det? Hur manga &r talen 1,2,3,4,...7

Ett svar ar att man kan rdkna hur langt som helst och att talen 1,2, 3,4, ...
ar odndligt manga. Har skall vi forsoka precisera vad man skall mena med
detta. Vi borjar med att analysera vad som menas med att tva (dndliga)
méngder har lika manga element.

Exempel 1.

En modern faraherde som vill halla koll pa att alla faren som slapps ut pa
bete kommer hem vi dagens slut raknar helt enkelt dem vid de tva tillfdllena
och ser att antalet stimmer. En icke ridknekunnig faraherde maste gora pa
ett annorlunda sétt, han kan bilda en hog med stenar genom att for varje far
han slédpper ut pa morgonen lédgga en sten i stenhdgen. Nér faren atervander
pa kvéllen tar han bort en sten for varje far och om ingen sten blir kvar i
hogen vet han att alla faren har atervént. O

Vi skall anvinda den sista metoden i exemplet for att definera vad som
menas med att tva méngder har lika manga element.

Definition.

Tva méangder A och B har lika manga element om deras element kan
paras ihop. O
Vi skall inte ge en exakt definition av "para ihop” utan ndjer oss med
en intuitiv uppfattning av vad det betyder och illustrerar det med nagra
exempel. Begreppet “para ihop” kan om man kénner till funktionsbegreppet,
preciseras genom att kriva att det skall finnas en bijektion mellan A och B.

Exempel 2.

Méngderna A = {3,7,9} och B = {2,13,7} har lika manga element. Vi
kan helt enkelt rikna antalet tal i de tva médngderna—bada har tre element.



Men vi kan ocksa para ihop dem som t.ex. i figuren
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Ett annat sétt att beskriva hopparningen dr att ange de tre paren (3,2),
(7,13) och (9,7). 0

Exempel 3.

For att se att vi (de flesta av oss) har lika manga fingrar pa vénster hand
som pa hoger kan vi para ithop dem genom att halla fingertopparna pa de
olika hdnderna emot varandra, vi behéver inte rikna ut (veta) att de ar fem.

O

Nér man anvénder definitionen "lika manga” pa oédndliga méngder kan
man fa 6verraskande resultat.

Exempel 4. (Hilberts hotell.)

Ett hotell har ett rum for varje naturligt tal 1,2,3,4,... . Alla rum &r
uthyrda. Sent pa kvillen kommer dnnu en gést till hotellet. Portiern tycker
det ar synd att behova avvisa gésten och kommer efter en tids funderande
pa en losning. Han uppmanar alla gésterna att byta rum, de skall flytta fran
rummet de bor i till rummet med rumsnumer ett mer dn vad de hade. Sedan
ger portiern den nya gésten Rum 1. O

Exempel 5.

De naturliga talen
N=1{1,2,3,4,5,...}

ar lika manga som de udda talen

U={1,3,5,7,9,...} .



En naturlig hopparning far vi genom att para ihop dem i den ordning de
kommer
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Det sista exemplet strider kanske mot var naiva intuition om vad "lika
manga” betyder. Trots att U &dr en dkta delméngd till N (alla talen i U ligger
i N och det finns tal t.ex. 2 som ligger i N men inte i U) sa har U och N lika
manga element. Nagot sadant kan inte hédnda for dndliga méngder.

Denna underlighet ligger bakom den definition som Richard Dedekind gav
av dndlig mangd ar 1888.

Definition.

En méngd M ar dndlig om den inte har nagon dkta delméngd som har
lika manga element som M.
En méangd som inte ar dndlig kallas odndlig.

Sats.

De naturliga talen {1,2,3,4,5,...} dr odndligt manga.

Bevis. De udda talen U &r en dkta delméngd till N och enligt Exempel
5 har U lika manga element som N. a

(Det finns manga fler sadana delméngder, t.ex. {2,3,4,5,6,...}.)

Definition.

En méingd som har lika manga element som de naturliga talen kallas
uppraknelig.

(Il

Man kan visa att de rationella talen dr upprékneliga men att de reella

talen ar "fler”, de &r inte uppréikneliga. Detta visades av Georg Cantor 1872.



