Rekursion

1. Inledning

En tradgardsméstare skall ligga en gang med cementplattor. Gangen skall
vara en fot bred.

.
| N

Han har tre slags plattor. En &r omonstrad och kvadratisk med sidan en
fot, tva &r rektanguldra med sidorna en respektive tva fot. En av dessa &r
omonstrad, den andra monstrad. Hur manga olika gangar kan han ldgga som
ar (a) b fot, (b) 10 fot och (c) n fot langa?

For att 16sa detta later vi p,, n = 1,2,3,... vara antalet sadana gangar
som ar n fot langa. Nar tradgardsméstaren lagger den forsta plattan har han
tre val. Om han borjar med den lilla plattan skall han sedan fortsétta med en
gang som ar n — 1 fot lang. Det kan han gora pa p,_; siatt. Borjar han med
nagon av de stora plattorna skall han fortsétta med en gang som &r n — 2 fot
lang. Det kan han gora pa p,_s sétt. Detta ger att om n > 3 sa géller

DPn = Pn-1+20n_2,n=3,4...
Ekvivalent kan vi skriva
DPnio = Pt + 2pp ,n=1,2,3,4... (1.1)
Nu géller p; = 1 och py = 3 (Varfor?). Sa (1) ger med n = 1 att p; =
pa+2p; =3+2=05. Med n =2 far vi py = p3+2py = 5+2-3 = 11 och sedan

ger n = 3 att ps = psy + 2p3 = 11+ 2 -5 = 21 och vi har 16st (a)-uppgiften.
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Det ar klart att vi kan fortsidtta pa det har sdttet och ridkna ut att
p1o = 683 (Gor det!) och i princip kan vi ocksa berdkna p,, for varje hel-
tal n men berdkningarna blir jobbiga nér n ar stort. En dator kan underlétta
berékningarna (t.ex. géller pos = 22369621) men helst vill vi ha en "formel”
for p,.

I det har exemplet géller

1 n+1 n
pn:§(2 +(-1)")n=1,2,3,...
och vi far pyo = 3(2" + 1) = 683.

Vi skall har beskriva hur man kan visa denna formel och 16sa andra dif-
ferensekvationer. Detta ar ett stort omrade och vi kommer bara att ta upp
de enklaste ekvationerna.

2. Forsta ordningens differensekvationer

Exempel. En huskopare far ett banklan pa en miljon kronor till fem pro-
cents arlig rédnta. Hur stor &r hans skuld efter hundra ar?

Lat S, vara skulden efter n ar. Under ett ar 6kar skulden med fem procent
av vad den var i borjan pa aret, dvs. med 0,055,. Sa S,.1 = S5, + 0,055, =
1,05S,. Sa vi har

{ So = 108

Sn—‘,—l - ]., O5Sn

Detta ger succesivt S; = 1,055y, So = 1,055 = 1,052S,, S5 = 1,055, =
1,058y, ..., S, = 1,058,_1 = 1,05™S; ... Sa skulden efter hundra ar blir
1,051910% ~ 1315 000.

O

Problemet i exemplet var ett exempel pa en foérsta ordningens linjér dif-
ferensekvation av formen
So=A
Sn+1 - CSn

som har 16sningen S,, = ¢"A. Att detta &r en 16sning foljer av att Sy = A och
Spp1 =c"MA=c-c"A=cS,.

3. Andra ordningens homogena linjira differensekva-
tioner med konstanta koefficienter

Att ekvationen i forra avsnittet kallas for forsta ordningens beror pa att
man bara behovde veta ett virde, z,, for att berdkna nésta virde, x,, 1.
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Nésta steg uppat dr nidr man behover kdnna till tva varden, x,, och x, 1, for
att beridkna nésta virde, x, 9, vi far en ekvation av andra ordningen.

En allmén andra ordningens linjédr, homogen differensekvation med kon-
stanta koefficienter har formen

Tpt2 = CTpy1 + dxy
r1=a,rxo=>.

Vi séiger att ekvationen #r linjir nér den inte innehaller termer som 2,
TnTni1, SN T,, etc. Att ekvationen dr homogen betyder att den inte innehaller
nagon funktion som beror pa n. Sa t.ex. ir ekvationen x, o = cx, 1 +dx,+n?
inte homogen. En homogen ekvation har alltid 16sningen z,, = 0 for alla n.

For en linjar homogen ekvation géller superpositionsprincipen: Om vi har
tva 16sningar, multiplicerar dessa med var sin konstant och adderar far vi en
ny losning. Mer om detta om en liten stund.

Lat oss atervianda till exemplet i inledningen,

Prn+2 = Pn+1 +2pn
pr=1p=3.

For ekvationer av forsta ordningen sag vi att losningarna hade formen
av en konstant ganger r". Lat oss prova med en sadan 16sning till var nya
ekvation. Vi far om p, = " att p,o = r"*2 och p,i1 +2p, = r" +2r". S4
ekvationen p, o = pni1 + 2p, ger "2 =yt 4 Efter forkortning med r®
far vi

r2=r+2ellerr’—r—2=0.

Denna ekvation kallas for den karakteristiska ekvationen till differensekva-
tionen. Losningarna till andragradsekvationen &r (Rékna sjélvl) » = 2 och
r=—1.

Sa ¢, = 2" och r, = (—1)" 16ser ekvationen. Eftersom ekvationen ar linjér
ger superpositionsprincipen att p, = A2" 4+ B(—1)" ocksa &r en l6sning for
alla A och B (Kontrollera det!).

Det géller nu att vélja A och B sa att begynnelsevillkoren p; = 1, py = 3
blir uppfyllda. Eftersom p; = 2A — B och p, = 4A + B far vi

2A—B=1
4A+ B =3
Adderar vi ekvationerna far vi 6A = 4, dvs. A = % och sedan B = %
Losningen blir alltsa
2 1 1
n:_2n __ln:_2n+1 —1") .
b= 32+ S(-1)" = 52+ (-1))



Vi ser nu att ps = $(2° — 1) = 21 och pyp = (2" +1) = 3(2048 + 1) =
$2049 = 683 som viintat.
Med samma resonomang som i det konkreta exemplet ser vi att om

Tpt2 = CTpy1 + dxn
r1=a,r9=>.

och 1y # 7y ar rotter till den karakteristiska ekvationen
r—cr—d=0

sa uppfyller x,, = Ar{' 4+ Br} differensekvationen. Bestdmmer vi sedan A och
B sa att x1 = a och x5 = b har vi fatt den 6nskade 16sningen.

Om den karakteristiska ekvationen har en dubbelrot r kan man visa att
xn, = (A+Bn)r™ dr den allménna losningen till differensekvationen och sedan
valjer man A och B sa att begynnelseviardena dr uppfyllda.

Exempel. Los ekvationen

Tpyo = 102,41 — 202,
Ty = —]_,ZL‘l =2.

Den karakteristiska ekvationen r2—10r+25 = (r—>5)? = 0 har dubbelroten
r = 5. Sa x, = (A+ Bn)5". Begynnelseviardena ger A = xy = —1 och
(A+B)5=2sa A= —1och B = L. Losningen blir alltsa
7

Ty = (gn —1)5".

4. Fibonaccitalen

Fibonaccitalen F;, definieras av rekursionsekvationen

Fn+2:Fn+1+Fn7n:1,273,...
F1 :1,F2:1.

Vi far alltsa nésta tal i foljden genom att lagga ihop dom tva sista. Sa féljden
bérjar 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...
En liten variant pa detta ar att ligga till talet Fy = 0 och betrakta

{Fn+2:Fn+1+Fn7n:Oa172737"' (4]_)

FOIO,Flzl.



1 stéllet. Eftersom f5 = Fy + F; = 0+ 1 = 1 har denna ekvation samma
l6sningar F,,,n =1,2,3,....

Vi skall nu anvinda metoden i forra avsnittet for att losa (4.1). Den
karakteristiska ekvationen &r r?> — r — 1 = 0 som har 16sningen

1 1\? 1 5 1445
— — 44/ = l==-4,4/2= .
"3 \/(2)+ 2 \/; 2

Sa den allménna 16sningen &r

Fn:A<1+\/5>n+B<1—\/5>n
2 2

Begynnelsevillkoren Fjy = 0 och F} =1 ger

A+B=0
1 _
ALEVS L ploVE
2 2
eller eftersom
14+ 5 1—v5 1 5
AEVS ploVs Ly g V5 gy
2 2 2 2
{A+B:O
_ 2
A—B—%.
Adderar vi ekvationerna far vi A = i och B = —i sa Fibonaccitalen ar
NG V5
F, = (1+\f \/5”>
sz (e vAr—a-vH

Vid ett forsta (och kanske ocksa ett andra) 6gonkast kan den hér formeln
verka lite 6verraskande. Fibonaccitalen &r naturligtvis (eller hur?) heltal. Men
att formeln for F,, alltid ger ett heltal ér kanske inte sa uppenbart? Men det
gor den. Om t.ex. n = 4 sa ger binomialsatsen att

1 4 (1 _ SR
Bio= i (1+vB) = (1 - Vv5)")
- \/_[1+4\/_+6(\/_) +4(V5)* + (VB)!
— (1= /5 +6(VE) (V) + (VB))]
1
pu— 4 pr—
= \/_[(8\/_+8(\/_) | =;[8+40]=3.
Anvéinder vi ridknedosan ir det létt att se att F'(10) = 55.
Ovning for den ambitiosa: Visa att formeln for F), alltid ger ett heltal!
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Anmairkning 4.1. Fibonaccitalen dok upp for forsta gangen 1202 i den ita-
lienske matematikern Fibonaccis bok Liber Abaci. (Pa svenska: Boken om
abakusen.) Problemet han studerade handlade om tillvixten hos kaniner. O

Exempel. Pa nyarsdagen finns ett nyfott kaninpar. Dom forckar sig pa fol-
jande sétt. Det tar en manad tills kaninerna dr kénsmogna. Da parar dom
sig genast och efter ytterligare en manad fods ett nytt kaninpar som beter
sig pa samma sitt. Hur manga kaninpar finns det efter ett ar?

Lat antal kaninpar som finns den forsta dagen i den n:e manaden vara
F,. Da géller F,, .o = F,.1 + F,. Att det &ar sa foljer av att alla kaninparen
manaden innan ar F;, ;1 stycken, och de lever alla vidare. Dessutom finns det
F, kaninpar tva manader innan och det &r dessa som &r kénsmogna en manad
tidigare och de foder alltsa alla ett nytt kaninpar. Dessutom &r F; = 1 och
Fy, =1 (Varfor?). Alltsa ér antalet kaninpar detsamma som Fibonaccitalen
och efter ett ar finns det

1 13 13
F13:m<(1+\/5) — (1= V5)") =233

stycken. a

Exempel. Lat oss atervinda till tradgardsméstaren i inledningen. Nér han
skulle bestélla plattorna fick han reda pa att de moénstrade plattorna inte
tillverkades ldngre. Hur manga gangar kan han ldgga da?

Lat p,, n =1,2,3,... vara antalet sadana gangar som ar n fot langa. Nar
tradgardsméstaren ligger den forsta plattan har han tva val. Om han borjar
med den lilla plattan skall han sedan fortsdtta med en gang som &r n — 1
fot lang. Det kan han gora pa p,_; sédtt. Borjar han med den stora plattorna
skall han fortsdtta med en gang som ar n — 2 fot lang. Det kan han gora pa
Pn_o séitt. Detta ger att om n > 3 sa giller

Pn = Pn—1 +2pn—2 = 374
Ekvivalent kan vi skriva
Prns2 = Pns1 + 200 ,n=1,2,3,4... (4.2)

Detta ar samma rekursionsekvation som for Fibonaccitalen men nu blir
startviardena annorlunda. Vi har p; = 1 och py = 2 (Varfor?). Om vi ligger
till po = 1 géller alltsa

Pn+2 = Pnt+1 + Pn, N = 0,1,2,3,...
4.3
Fran detta foljer det att p, = F,;1 sa t.ex. finns det

o= Fiu = ooz (L4 V) = (1= VB)) = 89

gangar som ar tio fot langa.




