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1. Bevisa periferivinkelsatsen: en periferivinkel i en cirkel ar halften av medelpunktsvin-
keln pa samma bage.

Se kompendiet om Euklidisk geometri.

2. Bestam en ekvation for mittpunktsnormalen pa strackanAB, dar A ar punkten (1,2)
och B ar punkten (4, 3).

—
En normalvektor for mittpunktsnormalen &r vektodB = (4) — (1) = (3). Ortsvektorn
for mittpunkten &r (4) + 3 (3) = 5 (2). En ekvation blir3z + y = (15 + 5) = 10.

xT

3. Bestam minsta avstandet fran punkten(—1, —2, —5) till linjen (g) = (é) +t (%)

Avstandet franP = (—1,—2, —5) till linjen ar avstandet franP till skarningspunktenS
mellan linjen och planetr genom P, vinkelrat mot linjen. Planetr har ekvation4z +
5y + 6z = —44. | skarningspunkten gallet(1 + 4t) + 5(2 + 5t) + 6(3 + 6t) = —44, sa
T7t—32 = —44,t = —76/77. PunktenS &r (—227/77, —226/77, —225/77) och avstandet

i s 1 (227 -1 1 [ 150 9 (75
mellan P och S ar langden av vektorn-- (226) — (-2) = = ( 72 ) =2 ( 36 >

225 — —160 —80

Avstandet arZ /5625 + 1296 + 6400 = 2+/13321.

4. Lat ABCD vara en fyrhorning. Ortsvektorerna for A, B, C och D ar a, b, ¢ och
d . Punkten P ar mittpunkten pa AB, @ ar mittpunkten pd BC, R ar mittpunkten pa
CD och S pa DA. Bestam en ekvation i parameterform for linjen PQ och for linjen
SR. Vilken slutsats kan man dra om linjerna PQ, SR och AC'?

Ortsvektorn forP &r a + 5 b, och ortsvektorn fo) &r ;b + 5 c. En riktningsvektor for
—
PQ & PQ = (c—a). En ekvation forPQ i parameterforméw = 1 (a+b)+t(c—a).
—

—
FrdnOS = 1a + 3d ochOR = ¢ + 5 d far vien ekvationz = }(a + d) + t(c — a)
for linjen SR. Bada linjer harc — a som riktningsvektor, som ar ocksa en riktningsvektor
for linjen AC'. De tre linjernaP@, SR och AC' ar darfor parallella.

5. Bevisa att B
k_zn b — n(n+1)

n 2

=1

Lat
k=n
Sy = Z k

k=1

Genom att lagga ihop tva sddana summor fran olika hall far vi

2sp, =(n+1)+(n+1)+n+1)+...+(n+1).



Denna summa bestar avstycken termer. Dvs

n(n+1)

—

. Relationsfragor ar ett populart amne i TV. Tyvarr galler det da inte de relationer som

vi arbetat med.

(a) Ge exempel pa (en matematisk) ekvivalensrelation och visa att denna uppfyller vill-
koren.

(b) Ge exempel pa en mangd och dela upp den i ekvivalensklasser med hjalp av en

ekvivalensrelation.
(c) Ge ett exempel pa en relation som ar symmetrisk men som varken &r reflexiv eller

transitiv. Motivera.

2s, = n(n + 1) vilket ger oss det vi ar ute eftes;, =

(a) Till exempel relationeniz, kongruens modulo 3. Dvs R y betyderz = y(mod3) déar

x ochy &ar heltal. Man kan visa att denna relation ar reflexiv, symmetrisk och transitiv och
darmed en ekvivalensrelation genom att genomfora argumenten som gors i Vegthlpd
sidan 91.

(b) Lattex A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} och lat relationen vara som i forsta uppgiften.
Vifarda 4y = {0,3,6,9}, A; = {1,4,7,10} och A, = {2,5,8}.

(c) Vi kan tex lata relationen varg pa heltalenz # z géller inte s& den ar inte reflexiv.
Daremot ar den symmetrisk eftersom am+# y sa ary # z. Viser ocksa att den inte ar
transitiv eftersom vi kan vélja = z vilket ger att aven omx # y ochy # =z sagaller

inte x # z.

. Foéljande ekvation har en rent imaginar rot:
et =52+ 52> —5r+4=0.
Hitta alla rotter till ekvationen.

Vi vet att ekvationen har en rent imaginér rot och att den ledande koefficienten (koefficienten
framfor 2* ar 1) vilket gor (tack vare Sats 7.27 i Vretblad al) att vi kan borja gissa pa
imaginara heltak, 24, . ... Vi far som tur ar napp direkt d&)* — 5:* + 542 — 5i + 4 = 0.
Eftersom polynomet &r reellt far vi (tack vare Sats 7.20 i Vretlgiadl) att aven konjugatet

till 7 &r en rot, dvs—i. Detta ger att polynomet

gt — 523 + 52° — 5z + 4 ar delbart medx — i) (x + i) = 2° + 1.
Utfor vi nu divisionen med liggande stolen, trappan eller Mérmoskolsmetoden far vi att
vt —52% + 52 — 5 +4= (2 +1)(2* =52 +4).

Rétterna till ekvationen? — 52 +4 = 0 &z = 1 ochx = 4. Fran Sats 7.27 igen vet vi att
alla dessa rotter ska vara heltal och delare till konstanttermen i ekvatiéneitket ger en
extra kontroll. Sammanfattningsvis har vi hittat alla fyra rotter till ekvatiohgh —: och.

. Ni som foljt de spannande slutomgangarna i "Vi i femman"i TV kan inte ha ungatt
att ha fascinerats av hur duktiga de tavlande de ar. Ni kanske da ocksa kommer ihag
foljande fraga i kategorin matematik: Vad ar nasta tal i talfélider2, 5,11, 23, ...?

(a) Ja, vad ar nasta tal?

(b) Formulera talféliden som en rekursion.

(c) Hitta en sluten formel, dvs utan rekursion, for talen i denna féljd.

(d) Bevisa att detta uttryck verkligen satisfierar rekursionsformuleringen.

(e) Ge ett annat svar pa vad det femte talet skall vara (som dock skulle ge noll poéng i
"Vi i femman") enligt ett annat slutet uttryck som satisfierar de fyra forsta talen?



(a) Vi ser att vi far efterféljande tal genom att fordubbla det féregaende talet och lagga till
ett,dvs2-2+1=5,2-5+1=11,2-11+1 = 23 och att da blir nasta tal- 23+ 1 = 47.

(b) Vikan alltsa skriva
. { 2 omn =1

2a,_1+1 omn > 1.

(c) Eftersoma, = 2a,_, + 1 bor ett slutet uttryck en del som &r. Om vi nu tar skriver
upp de fem forsta sadan tal far 2i4, 8,16, 32 och differensen med ursprungsféljden,
a, — 2" blir 0,1,3,7,15 dvs 2" vaxer for langsamt. Om vi istallet tar+! far vi istallet
skillanden—2, —3, —5, —9, —17, dvs 2"+! vaxer for fort. Lat oss testa ett mellanting tex
3-2"~1. Dafarviskillnaden-1, -1, -1, —1, —1. Vilket gor att vi hara,, = 3-2" 1 —1.
Atminstone fér de fem férsta talen.
En annat mer rattframt satt att se detta ar att nysta upp rekursionen i en tabell och sedan
anvanda formeln for en geometrisk summa pa foljande satt.

ap=2"+2"2 42" 3 4 p1=2"42"t_1=3.2""1 1,

dar vi anvant att
n—1 _ 1

n—2
2
» b= ——— =l
21
k=0

(d) Vikan visa att detta galler allmént genom att antingen seépm 3 - 2"~! — 1 uppfyller
rekursionsformlen och hanvisa till att en sadan rekursion har unik I6sning, eller utfora ett
induktionsbevis.

i. Viserforstatth; =3-2°—1=3-1-1=2=aq,.
ii. Antag nu atta, = b,,.
iii. Vivillvisa api1 = b,y1.

VL=2a,+1=2b,+1=23-2"""-1)+1=3-2"-2+1=b, = HL.

iv. Med hjalp av induktion har vi att,, = 3 - 2"~ — 1 for alla strikt positiva heltal.

(e) Om vi tex laterc, = b, + (n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4) ar den andra termen noll for
de fyra forsta talen, dvs, = a,, for n = 1,...,4. Daremot arc; = 47 + (5 — 1)(5 —
2)(5 —3)(5 —4) = 47 + 4! = 47 + 24 = 71. Allmant blir d& formeln

ch=3-2""1—1+(n—1)(n-2)(n-3)(n—4).



