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1. Bevisa att hojderna i en triangel skar varandra i en punkt.
Se kompendiet om Euklidisk geometri.

2. Bestam en ekvation for planet som innehaller de tre punkterna—1,0,0), (2,1,1) och
(1,2,—4).

Tva riktningsvektorer for planet a«) — <

1
2 (i) En normalvektor an@) X <j2> ( f) )
En ekvation blir—3z 4+ 7y 4+ 2z = 3.

3. Bestam minsta avstandet fran punkten(—1, —2, —5) till linjen @) = @) +t <§2>

Avstandet franP = (—1,—2,—5) till linjen ar avstandet franP till skarningspunktenS
mellan linjen och planet genom P, vinkelrat mot linjen. Planet har ekvationz + 2y —
2z = 5. | skarningspunkten gallefl + ¢) + 2(2 + 2¢t) — 2(3 — 2t) = 5, s&9% — 1 = 5,
t = 2/3. PunktenS ar (5/3,10/3,5/3) och avstandet mella® och S &r langden av

vektorn (120) - (3) =1 (186> =3 (é).Avsténdet ak\/1+16 + 25 = 4V/5.
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4. Lat OAB vara en triangel och sattOA = a, OB = b. Visa att en punkt P ligger pa
bisektrisen till vinkeln ZAOB om och endast om det finns en skalai sa att

" 1 1
OP:)\(—a+—b) :
ja] [

. . — . o . . —_—
Vi visar forst att vektornOQ) = ﬁa + ﬁb ligger pa bisektrisen. EftersomA’ = lﬁ;‘a

—
ochOB' = ﬁb ar bada enhetsvektorer, &A’'QB’ en parallellogram dar alla sidor har
langd 1. Trianglarna\OA’Q och AOB’'Q ar da kongruenta, s#A'0Q = AB'OQ, och
linjen OQ ar bisektrisen.

— — — —
Om nu en punkt” ligger pa bisektrisen, da @& och OP parallella ochOP = \OQ.

5. Faktorisera polynomet X4 — 2 X3 + 4 X — 4 sa langt det gar i
(&) Z(X),
(b) R(X),
(c) C(X).

Tips: X? — 2 &r ett annat polynom som kanske kan vara till hjalp.



Vi ser att+/2 &r en rot till tipspolynomet. Genom inséttning av den roten ser vi att den ocksé
ar en rot till stora polynomet. Eftersom polynomet saknar irrationella koefficienter maste
aven —/2 vara en rot, dvs vi kan dividera stora polynomet med tipspolynoiiet- 2.
Polynomdivision ger att

XY —2X? 44X —4=(X*-2)(X?-2X +2).

Rotterna till den andra faktorn & = 1 + i. Detta ger att faktoriseringarna ar
(@) (X2 —2)(X%2-2X +2)i Z(X),

(b) (X — v2)(X 4+ v2)(X? —2X +2) i R(X) och

©) (X —V2)(X +V2)(X —1—i)(X —1+14) i C(X).

. Ge en ekvation dar de tre I6sningarna ligger i hornen av en liksidig triangel med ena
hornet i punkten ¢ € C.

Vi vet att I6sningen till en binomisk ekvation ger stycken punkter jamnt foérdelade pa en
cirkel centrerad i origo. I vart fall vill vi han = 3. Vi vill alltsa hitta w € C sa attz = i ar

en l6sning till

2’3 = w.

| och med att ligger pa enhetscirkeln s& masteocksa gora det. Vi soker alltsa ett argument
for w. Ett sddant &r latt att f& genom att mulitplicera@jg= 7 med 3, vilket gerw = —i.

Vi har alltsa att ekvationen

2=

har I6sningar som ligger som horn i en liksidig triangel och med ett hérifDe andra tva
hérnen ligger i\/Tg — 24 och —\/75 —3i.)

. Faktorisera polynomet f(z) nedan i reella irreducibla polynom. Ekvationen f(z) = 0
har sex identiska rotter.

f(x)=22%—842° + 1470 2* — 13720 2° + 72030 2* — 201684 = + 235298.

Eftersom vi har sex identiska rotter tifl(x) = 0, har vi speciellt att sjattederivatan gvx)
ocksa har ett nollstalle for denna rot. Se Vretbadl. Sats 7.24. Sjattederivatan ar latt att
rékna ut eftersom vi kan glomma alla termer av grad 4 eller lagre.

fO(z) =6!- 22z —5!-84.
Ett nolistalle till £ (x) &r da
51-84 84

6-2 6.2
Eftersomf(x) &r ett sjattegradspolynom som har sex identiska rétter. Sa kan vi alltsa enligt
faktorsatsen (Sats 7.9) skrivdz) = c(xz — 7)°. Genom att se pa hogstagradstermen, ser vi

att ¢ = 2, dvs vi den fullstandiga faktoriseringen ar

f(x) =2(z - 7).
. L&t oss se pa féljande tre relationer mellan komplexa tal.

(a) z ~, w daoch endast daz och w ligger pA samma cirkel centrerad i origo.

(b) z ~, w da och endast daz och w ligger pa samma cirkel centrerad i nagon punkt i
7 pa reella-axeln.

(c) z ~.w daoch endast da och w ligger p4 samma cirkel centrerad nadgonstans .
(Vi tillter oss i detta fall att Aven lata cirklarna ha oandlig radie, dvs rata linjer ar
ocksa cirklar, de rakar bara ga igenom oandligheten. Som du kanske minns kallade
vi, genom att citera Vretblad sjalv, sddana generaliserade cirklar for sirklar.)

Ar ndgon av dessa relationer en ekvivalensrelation? Motivera dina svar!



Vi testar reflexivitet, symmetri och transitivitet.

(a) Reflexiv,z ~, z, eftersom en punkt som ligger pa en cirkel, ligger pa cirkeln.
Symmetrisk,z ~, w implicerarw ~, z, eftersom omz och w ligger pa samma cirkel sa
gor naturligtvisw och z det ocksa.

Nar det galler transitivitet, noterar vi forst att omoch w ligger pd samma cirkel ar denna
cirkel unik, {s € C : |s| = |z|}, eftersom cirkeln &r centrerad i origo. S& amv, w och
w~g,varve{seC:|s| =|z|} ochviharattz ~, v, dvs transitiviteten &r uppfylld och
~, ar en ekvivalensrelation.

(b) Nar det galler reflexivitet och symmetri fé¢, resonerar vi pA samma satt som o
ovan. Nar det galler transitivitet, antar vi att ~, w, dvs z och w ligger pa en cirkel
centrerad kring ett heltak. Utsaganw ~; v innebar att det finns en cirkel dar bade
och v ligger, men den behdver inte vara centrerad kringAntag att den &r centrerad kring
ett annat heltaln. Fragan ar nu om vi kan hitta en tredje cirkel, centrerad kring ett heltal
[, som gar genomx och v. For ett given heltal ar cirkeln genomz unik, och den skar
cirkeln centrerad im i hogst tva punkter. Genom att varietahittar vi htgst uppraknelig
manga punkten’ pa cirkeln centrerad in med v’ ~; z. Vi har alltsa att~, inte &ar en
ekvivalensrelation.

(c) For ~, har vi ater igen reflexivitet och symmetri som i (a). Nar det galler transitivitet
kan vi anvanda argumentet att givet tre punkter, som inte &ar pa en rat linje, finns det en unik
cirkel som gar genom alla tre punkter. Om vi nu tillater cirklarna ha oandlig radie ocksa, har
vi alltsa att tre godtyckliga punkter, w, och v alltid ligger pa en gemensam sirkel. Detta
innebar speciellt att transitivitet galler automatiskt och vi farattar en ekvivalensrelation.
(Men den &r inte sa intressant, eftersom alla punk@iigger i samma ekvivalensklass.)



