Kortfattade 16sningar till Omtentamen i
Matematik, del 1, LMA 110, 10 april 2010

Problem 1.
Genom provning, hittar men en rot, x = —1. Divisions algoritmen ger

23 =322 + 2 +5=(z+1)(2? — 4z + 5).
Ekvationen 2 — 4z + 5 = 0 har komplexa rétterna: 2 4 och 2 — i.

Svar: -1, 2+ i och 2 —1

Problem 2. Olikheten ir ekvivalent med

8(x —2) —3(x+3) —5(x+3)(z—2)
(= +3)@—2) 20

som kan forenklas till foljande

52
9x +5 > 0.
(x+3)(z—2) —

Division med -5 ger
22 -1 <0
(x+3)(x—2) —

Téljaren kan faktoriseras som 22 — 1 = (x — 1)(z + 1), och olikheten blir

(x—1)(z+1)

@+3)@-2) ="

Genom att gora en tabell och studera tecken, hittar man l6sningen till olikheten:
—3<r<-lochl<z<?2.

Svar: —3<z<-lochl1l<z<?2

Problem 3. Lat z vara antalet enkronor. Enligt hypothesen, satisfierar z fol-
jande ekvationer: x = 2(mod3), z = 13(mod14), x = 3(mod23).

Den tredje ekvationen &r ekvivalent med = = 23k; + 3, for ett heltal k.

Den andra ekvationen ger 23k1+3 = 13(mod14) som implicerar 9k1 = —4(mod14).
Multiplikation med -3 (som &r invers till 9 modulo 14) ger k; = 12(mod14).

Vi skriver k; = 14k + 12, dér ko &r heltal. Detta implicerar att « = 23(14ks +
12) + 3 = 279 + 322ks.

Eftersom x ger rest 2 vid division med 3, far man att ks = 2(mod3). Lat ky =
2+ 3ks, k3 heltal. Detta implicerar 2z = 279 + 322(2 + 3k3) = 923 + 966k3. Eftersom



0 <z < 1000, k3 = 0 och z = 923.
Svar: x = 923

Problem 4. Fermats lilla sats. Om p &r ett primtal, det géller att
a? = a(modp),

for varje heltal a.

Bevis. Om p delar a d&r a = 0 och a? = 0 och saken &r klar. Vi antar nu att
p delar inte a. Eftersom p primtal, SGD(a,p) = 1 och a &r inverterbart modulo p.
Multiplicera talen 1, 2,..., p — 1 med a. Vi har talen a, 2a, ..., (p — 1)a, som alla ger
olika rester vid division med p, pga foéljande resonemang: Antag att det finns 0 <
n < p och 0 < m < p sadana att na = ma(modp). Detta ger (n — m)a = 0(modp),
som implicerar att n — m = 0(modp) eftersom a #r inverterbart modulo p. Vi far
att n = m(modp). Dessutom 0 < n < p och 0 < m < p som ger n = m.

Den nya listans rester vid division med p &r en upprékning av samma tal som
i den forsta. Om vi betraktar produkterna av talen i listorna, maste resultatet bli
samma modulo p:

(p—1)!'=(p—1)!a?"*(modp).

Men (p — 1)! dr ej delbart med p, dvs inverterbart modulo p. Genom multipli-
kation med en invers till detta tal, har vi

1 = a?!(modp).

Multiplikation med a ger a = aP(modp).

5 a. Multiplikationsprincipen ger
49\ /51
2 2
a\ (b
2)\2

c. Vénstra ledet &r antalen sitt att vélja k41 individer ur en grupp av a kvinnor
och b mén, pa sadant sitt att k av dem &r kvinnor och [ av dem &r mén. Hogra
ledet &r det totala antalet sétt att vélja k+1 bland a+b (utan restriktioner). Hogra
ledet blir alltsa storre.

b Pa samma satt

6. Lat a, vara antalet séitt att ligga en gang av lingd n. Rekursionekvationen
blir
Ap42 = Gpt1 + 2an,

dér a,4; ar antalet sétt dir sista plattan ar kvadratisk och a,, &r antalet sétt dér
sista plattan dr rektangulér.

Den karakteristiska ekvationen blir 22 — x — 2 = 0; den har lésningarna x = —1
och z = 2. Den allménna I6sningen till rekursionsekvationen ar alltsa

an, = A2" + B(—-1)".
Nu dr a; = 1 och ag = 3 vilket ger A =2/3 och B =1/3, sa

an = 2/32" +1/3(—1)".



7. Problemet &r ekvivalent med att fordela 76 objekt i fyra lador. Kénd formel

ger svaret
6+4—-1\ (79
4-1 ) \3)

8. Lat A vara méngden av de som ar hogst 20 ar, B vara de som &r minst 10
och hogst 65 ar och C vara de som dr minst 50 ar gamla. Forutsittningarna i talet
ger da

|A| =100, |B|=60, |C|="70

och
AN B| =30, |BNC|=20.

Dessutom dr AN C = 0. Darfor blir

|[AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANnB|—|BNC| =100+ 60+ 70 — 30 — 20 = 180.



