Kortfattade 16sningar till Tentamen,
LMA110, del 1, 22 augusti -09

1. Ekvationen ar ekvivalent med

vVe+13=z+ 1.

Kvadrering ger 413 = 2?42z +1, som ér ekvivalent med 2% +x—12 =
0. Denna ekvation har losningarna x; = 3 och zo = —4. Eftersom
x4+ 12>0,dvs. x > —1, har rotekvationen bara en 16sning x; = 3.

Svar: x = 3.
2. (a) Viskall viilja 3 av 10 utan hénsyn till ordning. Det gar pa (%) =
120 satt.
Svar: 120
(b) Antalet grupper med 2 kvinnor &r (2)4 = 60. Antalet grupper med
3 kvinnor ar (g) = 20. Sa totalt finns det 60 + 20 = 80 grupper.
Svar: 80

3. Absolut beloppets definition ger att |z —2| =x—2omz > 2, [z —2| =
2—zxzoma<2 2e+4=2rx+4oma>—-2och |2z +4|=—-2x—4
omzr < —2.

Vi har tre fall:
Fall 1. x < —2. Ekvationen blir ekvivalent med 2 —z +2x +4 = 1, som

ger x = —5. Eftersom —5 < —2, &r -5 en l6sning.

Fall 2. —2 < x < 2. Ekvationen blir ekvivalent med 2 —x —2x —4 =1,

som ger x = —1. Eftersom —2 < —1 < 2, dr -1 en l6sning.

Fall 3. x > 2. Ekvationen blir ekvivalent med x — 2 — 22 — 4 = 1, som

ger v = —7. Men —7 < 2, som implicerar att -7 inte &dr en losning.
Svar: © = —5, x = —1.

4. Ordet PASSARE innehaller tva A och tva S och en vardera av PRE.

|
(a) Det finns % = 1260 sadana ord.

Svar: 1260



(b) Vi delar upp i fyra fall.
I.2 Aoch2S:
Tva A kan placeras pa (g) sitt. Sen kan tva S placeras pa (g) satt
och pa den sista platsen har vi 3 val. Sa antalet blir (g) (2)3 = 90.
II.2 Aoch <18:
Tva A kan placeras pa (g) sitt. Sen kan de sista 3 platserna fyllas
pa 4 -3 -2 sitt. Sa antalet blir (2)4! = 240.
II1.2 S och <1 A:
Som i II blir antalet 240
IV. Ingen dublett:
Nu har vi 5 olika bokstéver sa antalet ord blir 5! = 120.

Totalt far vi 90 + 2 - 240 + 120 = 690 ord.
Svar: 690

. Fermats lilla sats. Om p é&r ett primtal, sa géller
a? = a(modp)

for varje heltal a.

Bevis. Om p delar a dr a = 0 och a” = 0 och saken &r klar. Vi antar
nu att p delar inte a. Eftersom p primtal, SGD(a,p) = 1. Multiplicera
talen 1, 2,..., p — 1 med a. Vi har talen a, 2a, ..., (p — 1)a, som alla
ger olika rester vid division med p eftersom a &r inverterbart modulo p.
Den nya listans rester vid division med p &r en upprékning av samma
tal som i den forsta. Om vi betraktar produkterna av talen i listorna,
maste resultatet bli samma modulo p:

(p—1D!'= (p—1)la” ! (modp).

Men (p — 1)! &r ej delbart med p, dvs inverterbart modulo p. Genom
multiplikation med en invers till detta tal, har vi

1 = o’ ! (modp).
Multiplikation med a ger a = a?(modp).

. Den karakteristiska ekvationen &r r2 = 2r + 3 med rétterna 3 och —1.
Sa den allménna losningen ar a, = A3"™ + B(—1)". Villkoren ay = 0
och a; = 4 ger

A+B=0
3A—B=4.
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Detta ekvationssystem har losningen A = 1, B = —1. Alltsa ér a,, =
3" — (=1)" = 3" 4 (—1)"+L.

Svar: 3" + (—1)"*1.
7. Eftersom x ger rest 15 vid division med 31, kan man skriva x = 15431k,

med k; heltal. Eftersom x ger rest 3 vid division med 13, 15 4 31k; =
3(mod13), som &r ekvivalent med 5k; = 1(mod13).

En invers till 5 modulo 13 dr 8 (som man kan hitta enligt Euklides
algoritm for 5 och 13). Multiplikation med 8 ger k; = 8(mod13). Vi
skriver k1 = 8 + 13ks, for ett heltal k. Detta implicerar att x = 15 +
31(8 + 13ky) = 263 + 403ks. Det minsta positiva heltal = &r 263.

Svar: 263.

8. Vi delar upp i fall.
0. Sokta tal utan ettor &r 4°
I. Sokta tal med 1 etta &r 5 - 4%

I1. Sokta tal med 2 ettor. Om vi struntar i villkoret kan 2 ettor placeras
pa (g) = 10 sétt. Av dessa har 4 tva ettor intill varandra. Sa antalet
godkinda siitt att placera 2 ettor #ir 10 — 4 = 6. Sen har vi 43 val for
de sista 3 platserna. Sa det finns 6 - 4% sokta tal med 2 ettor.

ITI. Sokta tal med 3 ettor. Ettorna maste sta pa plats 1, 3 och 5. Sen
har vi 42 val for de sista 2 platserna. Sa det finns 42 sokta tal med 2
ettor.

IV-V. Det finns inga tal med 4 eller 5 ettor utan intilliggande ettor.
Totalt finns det alltsa 4% 4 5 - 4% + 6 - 43 4 42 = 2704 sokta tal.
Svar: 2704.



