Kortfattade l6sningar till Tentamen i Matematik,
del 1, LMA 110, 23 februari 2010

Problem 1. Ekvationen &r ekvivalent med
3WVr—1=2—-+3xz+1.

Kvadrering ger

Yz —1)=4—-4vV3z+1+ Bz +1)

som &r ekvivalent med 3z — 7 = —2+/3z + 1. Efter kvadrering igen, blir ekvationen
922 — 422449 = 4(3z+ 1) eller 2 — 62+ 5 = 0, som har rétterna 1 och 5. Provning
i den ursprungliga ekvation ger bara l6sningen z = 1.

Svar: z =1

Problem 2. Lat z, y och z vara antalet kameler, kor respektive hons som han
kopte. Vi far ett ekvationssystem: x +y + z = 100, 50x 4+ 10y + z = 500. Genom att
eliminera z, far vi den diofantiska ekvationen: 49z + 9y = 400, med SGD(49,9) = 1.
En 16sning hittas genom att anvinda Euklides algoritm for 49 och 9 och man far
1=(=2)-49411-9. Lat o = —2, yo = 11.

Den alménna l6sningen dr x = —800 + 9n, y = 4400 — 49n, {for alla heltal n. De
implicerar ocksaatt z = 100 — z —y = —3500 + 40n. Eftersom z, y och z maste vara
icke negativa, n > 800/9 = 88.8, n < 4400/49 = 89.7, n > 3500/40 = 87.5, som
implicerar att n = 89. Den motsvarande l6sningen blir: z = 1, y = 39, z = 60.

Svar: =1, y =39, 2 =60

Problem 3. Talet 571 —4" 4+2.3" — 271 1 &r delbart med 24 om och endast
om det &r delbart med 3 och med 8.

Vi kollar forst delbarhet med 3. Vi observerar att 5"~ ! = (—1)"71 4" = 1" =1,
3n =0, 2" = (=1)"*L. Man far att 5771 — 4" +2.37 — 2l 4 1 = (—1)"~! —
I— (=) +1=(-1)"1(1-1)=0.

Nu kollar vi delbarheten med 8. Eftersom n > 2, far vi att 4™ och 271! &r delbara
med 8. Det riicker att visa att 5771 + 2. 3" + 1 dr delbart med 8.

Vi observerar foljande:

57l 4 2.3 1= (=3)"" 1 423" +1=3""1((-1)"" 1 +6) + 1.

Om n udda, dvs. n =2m + 1,

(=) 4+ 6)+1=3"(1+6)+1=7+1=0.

Om n jimnt, dvs. n = 2m,

(=) +6) +1=3"""1(—=14+6)+1=3-5+1= 0. Hir anvéinder vi
faktum att 32m~! = 32(m=D .3 =9gm-1.3=1m"1.3 =3,

Vi har bevisat att 57~ +2-3" 4 1 4r delbart med 8 som implicerar att 57! —
4m +2.3" — 27+l 11 &r delbart med 8.

Problem 4. Se Vretblad och Ekstig, Lemma 2.14, 2.15, s. 66.

Problem 5. a) Antalet permutationer av de 8 bokstéverna dr 8!. Bokstéverna



T, E och N finns med tva ganger var. Varje ord kommer dérfor att komma med
2-2-2 = 8 bland permutationerna, eftersom det finns sa manga séitt att byta plats
pa T, E eller N. Antalet blir darfor

81/8 =7\
b) Varje ord med 7 bokstéver ger exakt ett ord med 8 bokstéver om man stéller

den 6verblivna bokstaven sist. Svaret blir alltsa detsamma som i a), dvs 7! .

Alternativ lsning: Dela upp i fall efter vilken bokstav som saknas. Om A saknas
finns med samma resonemang som i a) 7!/8 ord, och det finns lika manga ord dér M
saknas. Om T saknas ger ett liknande resonemang 7!/4 méjligheter, och det finns
lika manga ord dar E eller N saknas. Totala antalet blir alltsa

T8+ T8+ TV /A + T1/4+T/4 = 71(2/8 + 3/4) = T\,

Problem 6.
Det totala antalet 16sningar med x; heltal och z; > 0 ar

17+4-1 _ 20 1140
4-1 3
(antalet sitt att fordela 17 objekt i 4 lador). Antalet losningar med z; > 8 &r
9+4-1 _ 12 — 990
4-1 3
(ligg forst 8 objekt i forsta ladan och fordela sedan resterande 9 objekt i 4 lador).

Antalet 16sningar med x; < 7 ar dérfor

1140 — 220 = 920.

Problem 7.
Den karaktéristiska ekvationen &r

r? —3r—2=0.
Losningarna till den karaktéristiska ekvationen &r

_3+V1T 3— V17

T1

2 2
Den allménna losningen till ekvationen &r dérfor
an = Ar? + Bry.
Begynnelseviardena ger
Ary + Bry =0 (1)
Ari+Bri =1 (2)
Forsta ekvationen ger B = —Ary /ro, vilket insatt i andra ekvationen ger

Alrp—ry) =1, A= 1/(7"1\/ﬁ)7 B = _1/(72\/ﬁ).



Formeln for a,, blir da

an = (1/mV17)r} — (1/roV1T)ry =

— (1VTT) ((“2‘@“ - (mwl)

Problem 8. Binomial koefficienten

m

k
ger pa hur manga sidtt man kan vélja k 4+ 1 positiva heltal sa att det storsta talet
dr m+ 1 (de k 6vriga maste ju da véljas bland 1, 2, ...m). Summan av alla

m

k
dér m loper fran k till k+n — 1 ger alltsa antalet sitt att véilja k+ 1 positiva heltal
sa att det storsta dr hogst k + n, dvs

k+n
k+1.



