Matning och geometri

I den hér delen av kursen skall vi ga igenom begrepp som lingd, area och
volym. Vi skall ocksa studera Euklidisk geometri och bevisa satser om och
lara oss att konstruera geometriska figurer med foreskrivna egenskaper.

Ett viktigt syfte dr att genom att 16sa och diskutera geometriska problem
fa erfarenheter om hur en uppgift kan tolkas och forstas; vad det innebéar att
bevisa och motbevisa ett pastaende.

1. Inledande problem

1. Fundera en stund pa féljande fragor.

a) Vad tycker du att matematik ar for nagot?

b

(a)
(b)
c) Vad ar ett bevis?
)

Vad é&r ett problem? Vad &r en 16sning?
(
2. (a) Vad sédger Pythagoras’ sats? Vad betyder den geometriskt? Hur

formuleras den algebraiskt?

(b) Ar satsen sann? Varfor det?

3. Klipp ut fyra stycken exakt likadana ratvinkliga trianglar. Kan du med
hjélp av dessa fyra trianglar "bevisa” Pythagoras’ sats?

Om inte, far du foljande ledning:

Kan du ldgga trianglarna sa att du far en ytterkontur som &r en kvadrat
och ett "hal” som ocksa ér en kvadrat? Rita i sa fall upp denna kvadratiska
ytterkontur.

Kan du nu i denna kvadratiska ytterkontur flytta om trianglarna sa att
du far tva kvadratiska hal? I sa fall ar "beviset” néstan klart.



4. Betrakta figuren nedan. Figuren forestéller en réatvinklig triangel med
tre stycken kvadrater som ansluter till triangelns tre sidor. Kan du,
med hjalp av idén i figuren, bevisa Pythagoras’ sats? Hur?
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5. Betrakta figuren nedan.

Figuren innehaller tva skuggade rektanglar och fyra oskuggade poly-
goner, tva trianglar och tva fyrhorningar.
(a) Kan du av dessa fyra polygoner liagga en kvadrat?

(b) Kan du av dessa fyra polygoner ldgga en rektangel som inte ar en
kvadrat?

(c¢) Lyckades du? Betrakta i sa fall arean av kvadraten respektive rek-
tangeln. Blev du ¢verraskad? Nagot stammer inte? Hur forklarar
du detta? Prata med kompisarna.

Det finns kopior pa figurerna i slutet av stencilen som du kan klippa
sonder och experimentera med.

Del I. Langd, area och volym
2. Langd

I manga bocker tas det ofta for givet att man vet vad lingd &r och att
man kan méata langd med hjélp av de reella talen, men det &ar inte klart hur
man skall bdra sig at for att konstruera en striacka med lingden t.ex. 7.



2.1. Verkstad M1

Givet: En stracka AB med ldngden 1.
Mal: Konstruera (med passare och ograderad linjal) en stricka som har
lingden * for godtyckliga positiva heltal m och n.

Steg 1. Konstruktion av en stricka med lingden 3.

I | \ \
[ I
)
Forlang strickan AB forbi B till en strale s. Avsétt lingden AB i pas-
saren. Drag en cirkel med denna léngd och medelpunkt i B. Kalla den nya
skédrningspunkten med s for C'. Upprepa detta genom att dra en cirkel med

medelpunkten C' och kalla skérningen med s for D. Da har strickan AD
langden 3. O

Steg 2. Konstruktion av en stricka med ldngden %

D

Drag en strale s genom A som inte ér parallell med AB. Avsétt med hjélp
av metoden i Steg 1 punkter C' och D pa stralen s sa att strackorna AC och
AD har lingden 1 respektive 2. Drag en linje genom C' som &r parallell med
linjen BD. Den skér linjen AB i en punkt F som uppfyller att lingden av
AFE ér % O

Anmiérkning 1. I [6sningen anviander vi att det gar att konstruera en
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linje genom C' som &r parallell med BD. Att det gar foljer av féljande

Problem 1. Givet en linje AB och en punkt C' som inte ligger pa AB.
Konstruera en linje som gar genom C' och dr parallell med AB.

Anmairkning 2. I Steg 2 pastar vi att strackan AE har ldngden % Det
foljer av att trianglarna AC'E och ADB ér likformiga. Vi aterkommer till
detta i del II. a

Med hjélp av ideérna i Steg 1 och 2 &r det 1att(?) att se att det gar att
na malet i Verkstad M1 och konstruera en stricka med lingden “*.
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Problem 2. Konstruera en stricka med lingden 3

3. Area

I det hér avsnittet skall vi diskutera hur man kan berikna arean av ett
omrade och ange en metod for att berikna arean av en godtycklig polygon
och bestdmma arean av en cirkel.

Borja gédrna med att fundera 6ver hur man kan bestdmma arean av en
polygon med heltalskoordinater i ett vanligt rédtvinkligt koordinatsystem i
planet med samma skala pa bada axlarna.

Problem 3. Vilka tal kan forekomma som areor av sadana polygoner?
Nagra exempel pa tal som ni kan fundera pa om de kan forekomma dr

1 2
1 7 12 = 2 57 A\~
23’f”

Nér vi skall definiera arean utgar vi fran foljande grundlaggande antagan-
den (axiom):

1. En kvadrat med sidlangden 1 har arean 1.

2. Kongruenta figurer har samma area.

3. Om ett omrade delas in i1 delar sa ar hela omradets area summan av
delomradenas areor.



D = [Di1] + |Ds| + [ Ds| + [ Da

Anmirkning. Ordet kongruent kommer av ett latinskt ord som betyder
sammanfalla. Att tva figurer dr kongruenta betyder att de har samma stor-
lek och form. For polygoner betyder det att de har samma vinklar och att
motsvarande sidor ar lika langa. Tva cirklar dr kongruenta om de har lika
lang radie.

Har ar tre
kongruenta
trianglar.

Vi kan nu hérleda nagra resultat (Satser) om arean hos nagra geometriska
figurer.

Sats 3.1. En kvadrat med sidan n (n heltal) har arean n?.



Bevis.

1
3
Dela in kvadraten i n? kvadrater med sidan 1 (n = 3 i figuren). De sma
kvadraterna har alla arean 1 si den stora kvadraten har arean n?2. ]

1
Sats 3.2. En kvadrat med sidan — har arean —-
n n

Bevis.

K

N |+
ISR

N =

1

1
Dela in kvadraten K; med sidan 1 i n? kvadrater K1 med sidan —. Da
n n
1
giller 1 = |K;| =n® x |K1|sa |K1| = —-
n n n
|

Genom att kombinera ideérna i bevisen av Sats 3.1 och 3.2 far vi att en

kvadrat med sidan r dér, r = > &r ett rationellt tal, har arean r.

Sats 3.3. Arean av en rektangel med sidorna a och b har arean ab.



Bevis.

a b
Betrakta en kvadrat K, med sidlingden a +b. Den har arean (a+b)* =
a®+2ab+b%. Vi kan dela in den (se figuren) i en kvadrat K, med sidan a och
en kvadrat K} med sidan b och tva (kongruenta) rektanglar R,, med sidorna
a och b. Kvadraterna har areorna a® och b?. Dérfor giller

a® +2ab + b* = (a +b)? = |Kupp| = | Ko| + | Kp| + 2|Rap| = a® + b* + 2| Ry
vilket ger (rdkna sjélv) |Rq| = ab. n
Sats 3.4. En rdtvinklig triangel med kateterna a och b har arean %ab.

Bevis.

a
Rektangeln i figuren &r indelad i tva trianglar med kateterna a och b.
Summan av deras areor &r alltsa lika med rektangelarean som &r ab. Tri-
anglarna har darfor arean %ab.
|

Problem 4. Visa

Sats 3.5. En godtycklig triangel med basen b och hdjden h har arean %bh.



Ledning. Anvéind Sats 3.4. Ténk pa att en triangel kan ha en trubbig
vinkel.

Sats 3.6. En parallellogram med basen b och héjden h har arean bh.

Bevis.

D b C

A E

Lat P vara parallellogrammen ABC D. Lat | A| vara arean av fyrhorningen
AFCD. Vi skall berdkna |A| pa tva sitt.

Forst delar vi in fyrhérningen AFC' D i parallellogrammen P och triangeln
BFC. Om |T| dr triangelns area sa géller |[A| = |P|+ |T|.

Ett annat sétt dr att dela in fyrhorningen AFCD i triangeln AED och
rektangeln FFCD. Triangeln AED &ar kongurent med triangeln BEF'C' och
har déarfor arean |T'|. Rektangeln EFC D har sidorna b och h och alltsa arean
bh sa |A| = |T'| + bh.

Vi far |P| + |T| = |T| + bh dvs. |P| = bh. |

Problem 5. [ figuren i beviset kan man “klippa ut” triangeln AED och flytta
den till liget BFC, ett mycket askadligt bevis. Tyvdrr dr det inte alltid sa
enkelt. Kan du se varfor?

Anmairkning. I det har beviset har vi inte utnyttjat att vi kan triangelns
area fran Problem 4. Om man anvinder det behéver man bara observera att
P kan delas in i tva kongruenta trianglar som vardera har arean %bh.




Eftersom en godtycklig polygon kan delas in i trianglar kan man med
hjalp av Problem 4 rdkna ut arean av en godtycklig polygon.

Problem 6.

1. Antag att vi har en kvadrat med sidlingden 5 och en med sidlingden
10. Hur manga ganger storre area har den storre kvadraten jamfort med
den mindre?

1
2. Vad blir svaret om vi har sidlingderna 3 och 1 istdllet?
3. Sidlingderna 3 och 67

Problem 7.

Tva bonder har tomter som grdnsar till
varandra utmed den brutna linjen i figuren
till héger. De will dndra grinsen sa att den
ar en rdt linje men utan att dndra areorna
pa tomterna. Kan du hjdlpa dem med att
gora det pa ett enkelt sdtt?

3.1. Arean av en cirkel.

Vi ger en mycket kort beskrivning av hur man kan ga till véga.

[ ]

— ]

I figuren har vi tva cirklar dér den ena &r (upp)skalad med en faktor
r. Eftersom fyrhorningarnas sidor dndras med denna faktor &ndras deras
areor med faktorn r2. Cirklarnas areor #r approximativt lika med summan
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av fyrhérningarnas areor och dndras dirfér ocksa med faktorn r2. Denna
diskussion géller ocksa for mer allménna omraden &n cirklar.

Vi definierar nu 7 som arean av en cirkel med radie 1 och far féljande

Sats 3.7. Arean av en cirkel med radien r dr wr2.

4. Langden av en kurva.

Att definiera langden av en kurva i planet &r (d4nnu) svarare &n att
definiera area. Idén &r att man delar in kurvan i flera delar och i varje del
ersitter kurvan med en rét linje som i figuren.

AV AY

Nér indelningen blir finare och finare ndrmar sig langden av polygontaget
ett visst tal som kallas kurvans langd.

Nér vi skalar om kurvan med en faktor ¢ sa dndras lingderna pa de sma
linjestyckena alla med denna faktor t och dérfor gér ocksa kurvans lingd det.

4.1. Cirkelns langd

Sats 4.1. En cirkel med radien r har omkretsen 2mr.

Bevis. Cirkeln med radien 1 har en viss langd. Vi kallar den tillfalligt for
2I1. Eftersom cirkeln med radie r fas fran enhetscirkeln genom en skalning
med faktorn r far vi fran diskussionen ovan att dess omkrets éar 2I1r. For att
bevisa satsen riacker det darfor att visa att II = 7. For att motivera detta
betraktar vi en regelbunden n-hérning som &r inskriven i enhetscirkeln. Néar
n ar stort kan vi flytta om de sma "tartbitarna” till en figur som néstan ar
en rektangel. Arean av denna figur 4r samma som enhetscirkelns, dvs. 7.
"Hojden” i figuren ar néstan 1 och basen dr néstan halva omkretsen, dvs. II.
Figurens yta &r alltsa néstan 1 -II = II. Ju storre n blir desto béttre blir
approximationen och vi far Il = . [ ]

Problem 8. Beskriv nagra olika sdtt att bestimma w approrimativt, gdrna
bade praktiskt (genom att mdta) och teoretiskt (genom att rikna). Genomfor
gdrna era forslag. Vad fick ni for virden pa w¢
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5. Volym

Teorin fér volym &r mycket lik teorin for area. Vi utgar fran att volymen
av en kub med sidan 1 &dr 1. Sedan visar man att volymen av en kub med
sidan r dr r® och att volymen av en vinkelrit 1ada (eller parallellepiped) med
sidorna a, b och ¢ ar abc. Sedan kan man definiera volymen for godtyckliga
kroppar genom att approximera dem med sadana lador. Eftersom ladornas
volym #ndrar sig med en faktor 73 d& vi #ndrar lingdskalan med en faktor r
géller detsamma for godtyckliga kroppar.

Man kan visa att volymen av klotet med radien 1 &r %71'. Klotet med

3

radien r har alltsa volymen %m’ .

Anmirkning. Man kan visa att arean av klotet med radien 1 &r 47. Fran
detta foljer det (hur da?) att klotet med radien r har arean 4mr?.

Problem 9. Av ett antal tdrningar med sidlingden 1 vill vi bygga en tdarning
med sidlangden 2. Hur manga sma tdrningar behover vi?

Problem 10. Lars har en glasservis dir alla glas har samma form. Snaps-
glasen rymmer fyra centiliter. Lars har glomt bort hur stora vinglasen dr. For
att ta reda pa det hdller han fulla snapsglas i vinglaset tills det blir fullt och
kommer pa sa sdtt fram till vinglasets volym.

v Y

Lars funderar pa om man inte kan “rdkna ut” volymen i stdllet for att
mdta. Lars fru Fva dr matteldrare och Lars ber henne om hjdlp. Fva mdter
hdjden pa glasen, finner att vinglasen dr dubbelt sa hoga som snapsglasen och
sager sen blixtsnabbt hur stort vinglaset dr. Vad svarade Fva och hur kunde
hon sa svara sa snabbt?
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Problem 11. Hur hogt dr vinglaset fyllt ndr det dr halvfullt?

Problem 12. En staty i koppar viger 80 kilo. Om vi forminskar statyn sa
hojden halveras, och alla proportioner bevaras, hur tung blir den da?
Hur mycket hogre blir statyn om den vdger 120 kilo?

Del II. Plan geometri och geometriska konstruktioner.

6. Euklidisk och sfirisk geometri

Den hér delen handlar om plan eller Euklidisk geometri. Vi utgar fran den
intuitiva bilden som vi har skaffat oss om olika begrepp som punkter, réita
linjer, vinklar m.m. och skall ge nagra exempel pa satser i Euklidisk geometri.
Vi skall ocksa trdna oss pa att gora olika geometriska konstruktioner.

Vi borjar med féljande vélkénda sats.

Sats 6.1. Vinkelsumman i en triangel dar 180°.

Betrakta triangeln ABC' i figuren.
Drag en linje genom C' som &r paral-
lell med AB. Da ar vinklarna mark- . p
erade med a lika stora eftersom de b/ /\\ a

ar likbeldgna vinklar vid parallel-
la linjer. Av samma skil ar vin-
klarna markerade med b ocksa li-
ka. Vinklarna markerade med ¢ &r
vertikalvinklar och ocksa lika stora. a

'l

Sa triangelns vinkelsumma a+b+c
ar lika med summan av vinklarna A
“ovanfor” linjen genom C'. Denna
summa ar ett halvt varv eller 180°.

I beviset star det Drag en linje genom C' som dr parallell med AB. Att
det gar foljer av parallellaxiomet som séger att det finns exakt en linje genom
C som é&r parallell med AB. Parallellaxiomet medfér ocksa att likbeldgna
vinklar vid parallella linjer ar lika stora. Vi bevisar inte det utan betraktar
det som 7sjalvklart”. Att vertikalvinklar &r lika stora foljer genast av att de

12



har en gemensam sidovinkel (tva vinklar dr sidovinklar om de tillsammans
bildar en rak vinkel, dvs. 180°).

I var intuitiva uppfattning av plan geometri ingar att vi vet vad som
menas med att nagot ar "platt”. Men vi lever ju pa jordklotet som &r "runt”.
Denna utgangspunkt leder till den sfiriska geometrin. I den sfiriska ge-
ometrin dr den rita linjen mellan tva punkter en storcirkel. En storcirkel
ar en cirkel som delar sfiaren i tva lika halvor. Ett exempel pa en storcirkel
ar ekvatorn. En storcirkel ar den kortaste vigen pa sfirens yta mellan tva
punkter. I denna geometri dr vinkelsumman i en triangel alltid stérre &n 180°.
Téank till exempel pa en triangel med ett horn pa nordpolen och tva horn
pa ekvatorn. For "sma” trianglar dr vinkelsumman approximativt 180°. Sa vi
mérker ingen skillnad "till vardags” om vi anvinder Euklidisk geometri eller
sfarisk geometri. I den sfiriska geometrin géller inte parallellaxiomet, alla
storcirklar skér varandra sa det finns inga parallella linjer.

Vi kommer inte att ga igenom sfirisk geometri utan i fortsédttningen &r
det Euklidisk geometri som géaller.

6.1. Kongruenta trianglar

Kom ihag att tva trianglar &r kongruenta om sidorna &r lika langa och
vinklarna lika stora. Det finns tre olika kongruensfall for trianglar.

Sats 6.2. (Forsta kongruensfallet (s-v-s))

Om tva sidor och mellanliggande vinkel ar
lika stora i tva trianglar sa dr trianglarna
kongruenta.

Foljdsats 6.3. (Basvinkelsatsen)

De tva basvinklarna i en likbent triangel dr
lika stora.

B C

Bada de hér resultaten ar intuitivt sjilvklara. Det &r latt att se att man
i Sats 6.2 kan ldgga den ena triangeln pa den andra sa att de sammanfaller.
Foljdsatsen kan man bevisa med hjilp av kongruenssatsen. Lat triangeln
ACB (Observera ordningen!) vara triangeln ABC' vind upp och ned. Da dr
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de tva trianglarna kongruenta och alltsa ar vinklarna vid hérnen B och C
lika.

Sats 6.4. (Andra kongruensfallet (s-s-s)) Om de tre sidorna dr lika lan-
ga i tva trianglar sa dar trianglarna kongruenta.

C c’ B
AQ B A!
Bevis.
Flytta triangeln A’B’C” som i figuren. Om C
vi anvander basvinkelsatsen forst pa trian-
geln CAC" och sedan pa triangeln C'BC’
ser vi att bada de sma vinklarna vid hor- A B
nen C' och C" ar lika stora. Det géller darfor
ocksa for hela vinkeln. Enligt forsta kon-
gruensfallet &r darfor trianglarna ABC och

ABC’ kongruenta.

Konstruktion av en triangel med sidorna 3, 4 och 6.
Drag forst en stricka AB med ldngden 6.
Drag sedan en cirkel med centrum i A och
radie 3. Drag ocksa en cirkel med centrum C
i B och radie 4. Kalla den ena av dessa
cirklars skarningspunkter for C'. Da &r den A B
sokta triangeln ABC'. Enligt andra kongru-
ensfallet ar alla trianglar med sidorna 3, 4

och 6 kongruenta sa det finns bara en 16s-
ning, vilket val ocksa ar "sjalvklart”.

Sats 6.5. (Tredje kongruensfallet (v-s-v)) Om tva vinklar och en sida
ar lika @ tva trianglar sa dr trianglarna kongruenta.

Beviset ldmnas till den intresserade ldsaren. Pa grund av att trianglarnas
vinkelsumma &r 180° sa 6verensstammer alla tre vinklarna i de tva trianglar-
na. Vi kan alltsa utga ifran att de tva vinklarna ligger vid sidan.
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Exempel.

Vi skall forsoka konstruera en triangel ABC sadan att sidan AB har
langden 7, sidan AC har lingden 4 och vinkeln vid B ar 30°.

Konstruktion. Lat strickan AB ha lingden
7. Dra sedan en strale fran B sa att vinkeln
blir 30°. Rita sedan en cirkel med centrum
i A med radien 4. Vi ser att cirkeln skéar
stralen fran B i tva punkter C; och Cs. .
Bada trianglarna ABC; och ABCy ér en A
16sning pa vart konstruktionsproblem.

Cy

Detta exempel visar att det inte ar tillrackligt att veta att tva sidor och
en vinkel som inte ligger mellan dessa sidor ar lika i tva trianglar for att
trianglarna skall vara kongruenta; man kan fa tva olika fall.

6.2. Ytterligare nagra konstruktioner.

I konstruktionen ovan anvande vi att man kan konstruera en vinkel pa
30°. Vi skall nu beskriva nagra grundlaggande konstruktioner med vars hjalp
man kan konstruera en sadan vinkel.

Konstruktion av mittpunktsnormal

Mittpunktsnormalen till en striacka AB &r
den linje som gar genom mittpunkten pa
och ar vinkelrédt mot striackan AB. For att
konstruera den drar man en cirkel med cen-
trum i A som gar genom B och sedan en
cirkel med centrum i B som gar genom A. A M B
Cirklarna skar varandra i tva punkter C
och D. Linjen genom C' och D &r den sok-
ta mittpunktsnormalen.

1

D

For att se att strickan C'D ar mittpunktsnormal drar vi strickorna AC,
CB, BD och DA. Dessa striackor bildar en romb. Enligt andra kongruensfallet
(s-s-s) ar trianglarna AC'D och BC'D kongruenta. Forsta kongruensfallet (s-
v-s) ger sedan att trianglarna ACM och BCM &r kongruenta. Darfor &r
sidorna AM och BM lika langa och alltsa &r M mittpunkt pa AB. Vinklarna
vid M ar lika stora och da deras summa ar ett halvt varv ar de réta.
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Anmairkning. Cirklarnas radie behover C
inte vara lika stor som langden av stréackan
AB. Det gar bra med vilken radie som helst A

som ar storre an halva denna stracka.

Problem 13. Visa att en punkt ligger pa mittpunktsnormalen till AB om
och endast om den har samma avstand till A och B.

Problem 14. Visa att mittpunktsnormalerna till de tre sidorna i en triangel
skdr varandra 1 en punkt.

Loésning pa Problem 1.

Uppgiften &r att givet en linje och en punkt som inte ligger pa denna linje
konstruera en linje genom punkten som &r parallell med den givna linjen. Vi
skall ga igenom tva losningar.

Losning 1. Idéen &r att tva ganger

konstruera linjer som &r vinkelrdta mot E
varandra. Lat punkten vara C'. Drag forst
en cirkel med medelpunkt i C' som skar
den givna linjen. Kalla skdrningspunkter-
na A och B. Konstruera mittpunktsnor- D
malen till strackan AB. Den gar genom A B

C' (Varfor?). Drag sedan en ny cirkel med
centrum i C' och kalla skdrningspunkter-
na med mittpunktsnormalen for D och E.
Mittpunktsnormalen till striackan DFE &r
den sokta linjen.

Losning 2. Lat A vara en godtycklig C D
punkt pa linjen. Idéen ar att konstruera en
romb som har AC' som en sida och en an-
nan sida AB dir B dr en annan punkt pa
den givna linjen. Drag en cirkel med cen-

trum i A som gar genom C. Kalla en av A\ / B
cirkelns skdrningspunkter med den givna
linjen for B. Drag sedan tva cirklar med samma radie som nyss med
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centrum i B och C. Kalla deras nya skdarningspunkt foér D. Da ar fyrhor-
ningen ABC'D en romb, dvs. dess fyra sidor &r lika langa.
Att striackan C'D ar parallell med AB foljer av

Sats 6.6. Sidorna i en romb dr parallella.

Bevis.

Lat romben vara ABCD som i
figuren. Drag diagonalen AD. Tri-
anglarna ABD och DCA &r kon-
gruenta (s-s-s) sa vinklarna a och
d &r lika stora. Men d och u som
ar vertikalvinklar ar ocksa lika sto-
ra. Det foljer att vinklarna a och
u som ar likbeldgna vinklar &r lika
stora. Linjerna AB och C'D &r dér-
for parallella. Att AC och BD ér
parallella foljer pa samma sétt.

Konstruktion av bisektris

En bisektris &r en linje som delar en vinkel mitt itu. Vi skall alltsa givet
en vinkel konstruera en vinkel som &r hélften sa stor som den givna vinkeln.

Lat den givna vinkeln ha sitt horn

i punkten A. Drag en cirkel med

centrum i A. Den skér vinkelbe-

nen i tva punkter B och C. Kon- B
struera mittpunkten M pa strack-

an BC och drag stralen AM. AM M

ar bisektris till vinkeln eftersom tri- C
anglarna ABM och ACM &r kon- A
gruenta enligt andra kongruensfall- /
et (s-s-s).

Nu har vi tillréickligt manga verktyg for att konstruera en vinkel som &r
30°. Vi konstruerar forst en liksidig triangel. Det kan vi gora med samma
metod som vi anvinde for att konstruera triangeln med sidorna 3, 4 och 6.
Eftersom vinklarna i en liksidig triangel ar lika stora &dr de 60°. Drar vi nu
bisektrisen i en av dessa vinklar far vi en vinkel som &r 30°.
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Problem 15. Visa att en punkt i vinkelns falt ligger pa bisektrisen om och
endast om den har samma avstand till vinkelbenen.

Problem 16. Visa att de tre bisektriserna i en triangel skdr varandra v en
punkt.

6.3. Likformiga trianglar

Tva figurer ar likformiga om de har samma form. Tva likformiga figurer
som ér lika stora ar kongruenta.

q

Detta betyder att tva trianglar ar likformiga om de har samma vinklar.

Vil

Foljande sats accepterar vi utan bevis.

Sats 6.7.

A
Tva likformiga trianglar har pro- a b
portionella sidor. B
c
Med figurens beteckningar betyder det att 2 % == 0Omr = 4 ar

skalfaktorn sa géller A = ra, B = rb och C' = TC Om H och h ar hOJderna

mot motsvarande sida, t.ex. mot A respektive a, sa &r H = rh. Om |T'| och
AH _ (ra)(rh) _
= =

|t| &r de tva trianglarnas areor sa géller darfor att |T'| = 5

Zah — 2|,
Bevis av av Pythagoras’ sats. Lat triangeln vara réatvinklig vid C'. Drag
hojden fran punkten C. Den skdr hypotenusan AB i en punkt D. Da é&r
trianglarna ABC; ACD och C'BD likformiga (Motivering?). Lat T" vara en
annan triangel som ocksa ér likformig med dessa trianglar, vars hypotenusa
har ldngden 1 och vars area &r |T|.
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T
c

A D B 1

Trianglarna ABC, ACD och CBD har hypotenusorna ¢, b respektive a
sa de dr omskalningar av triangeln 7" med dessa tal. Sa triangeln ABC har
arean 2|7, triangeln AC'D har arean b?|T| och triangeln CBD har arean
a*|T|. Men arean av hela triangeln ABC dr summan av deltrianglarnas areor
sa A|T| = a®|T| + b*|T| och efter division med |T'| far vi a® + bv* = 2.

|
Sats 6.8. (Topptriangelsatsen) B
En linje i en triangel som dar parallell med
basen skdr av en triangel som dar likformig
med hela triangeln. D o
A C

I figuren éar alltsa trianglarna ABC' och DBE likformiga.

Bevis. Eftersom vinklarna BDE och BAC' ar likbeldgna vid parallella
linjer &r de lika, sa vinklarna i trianglarna BDE och BAC' 6verensstammer.
|

Vi kan nu bevisa pastaendet i Anmérkning 2 pa sidan 4. Eftersom BD
och EC &r parallella ger topptriangelsatsen att trianglarna AEC och ABD
ar likformiga. Skalfaktorn dr r = |AD|/|AC| = 2. Sa |AB| = 2|AE| vilket
betyder att AE dr hélften sa lang som AB. (|AD| dr langden av stridckan
AD.)

6.4. Ekvivalensrelationer

Bade kongruens och likformighet &dr exempel pa ekvivalensrelationer, dvs.
de uppfyller reflezivitet, symmetri och transitivitet, vilket betyder:

Reflexivitet: Varje triangel dr kongruent med sig sjélv.

Symmetri: Om triangel T'1 &r kongruent med triangel 72 sa &r T2 kon-
gruent med T'1.

Transitivitet: Om T'1 &r kongruent med 7'2 och T2 &r kongruent med 73
sa ar T'1 kongruent med 7T'3.

Detsamma géller med "kongruent” 6verallt utbytt mot "likformig”.
Téank igenom att du &r med pa detta!
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6.5. Nagot om cirklar

Sats 6.9. Periferivinkeln i en halvcirkel dr rdt.

Bevis.

Vi skall visa att vinkeln vid P i triangeln
APB ér rat. Strackorna OA, OB och OP
ar alla radier i cirkeln och darfor lika langa.
Sa trianglarna AOP och BOP éar likbenta.
Basvinkelsatsen ger att vinklarna marker-

ade med a respektive b ar lika stora. Vinkel-
summan i triangeln APB éra+a+b+b
sa 2(a + b) = 180° som ger a + b = 90°.

Problem 17.

Bevisa att medelpunktsvinkeln pa en
bage 1 en cirkel dr dubbelt sa stor som
periferivinkeln pa samma bage.

I figuren giller alltsa att w = 2wv.

Foljdsats 6.10. Periferivinklarna pa en given bage dr lika stora.

Problem 18.

Bevisa kordasatsen: Om tva kordor AB och

CD 1 en cirkel skdr varandra © en punkt E
sa galler alt |AE| - |EB| = |CE| - |ED|
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Problem 19. Konstruera medelpunkten till en given cirkel.

Problem 20.

Konstruera den till en given triangel
(a) omskrivna (b) inskrivna cirkeln.

(Ténk pa Problem 13-16 !)
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